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Grundlegendes

1.1 Ein wenig tber Messtheorie

Die moderne Psychologie, so wie sie an dem meisten Universitdten gelehrt wird, versteht sich
als Erfahrungs- oder empirische Naturwissenschaft. Das bedeutet fiir die Praxis psychologi-
scher Forschung, dass es nicht ausreicht Theorien iiber das Erleben und Verhalten des Men-
schen zu entwickeln. Stattdessen miissen Theorien empirisch iiberpriifbar sein. Sie miissen
also belegbar sein durch eine systematische Beobachtung des tatsidchlichen Verhaltens.

Eine besondere Form dieser systematischen Beobachtung ist das Experiment. Das Experiment
gilt als via regia, als Konigsweg, des Erkenntnisgewinns in den meisten Naturwissenschaften.
Ein psychologisches Experiment lduft dabei so ab, dass Personen (auch Versuchspersonen oder
Probanden genannt) in eine kiinstlich hergestellten Situation innerhalb einer manipulierbaren
Umgebung (meist in einem Labor) gebracht werden und das Verhalten dieser Personen mittels
verschiedener Methoden aufgezeichnet wird. Das Experiment gilt deswegen als Kénigsweg des
empirischen Erkenntnisgewinns, weil sich die hergestellte Umgebung systematisch verdndern
lasst und man dadurch beobachten kann, wie sich Personen unter einer Bedingung A und unter
einer abgewandelten Bedingung B verhalten.

Vergleicht man nun das Verhalten der Personen zwischen den verschiedenen kiinstlich her-
gestellten Bedingungen, lassen sich Riickschliisse auf das generelle Verhalten und Erleben von
Menschen auf3erhalb der Laborsituation ziehen. Diese Riickschliisse kann man nun vergleichen
mit den Vorhersagen, die eine Theorie iiber dieses Verhalten aufgestellt hat.

Ein Problem ergibt sich dabei nun dadurch, dass Theorien meist innerhalb eines sprachli-
chen Systems formuliert werden. Das Verhalten von Personen in einem Experiment liel3e sich
auch sprachlich beschreiben und mit den theoretischen Voriiberlegungen vergleichen. Diese
qualitative Auswertungsmethode birgt allerdings einige Gefahren. So konnen Ergebnisse und
Riickschliisse sehr von der Person abhéngen, die das beobachtete Verhalten der Probanden in
einer experimentellen Situation interpretiert und ,,zur Sprache bringt*.

In der psychologischen Forschung sind daher quantitative Beobachtungs- und Auswertungs-
methoden verbreiteter. Dabei wird versucht, das Verhalten der Person zu messen. Genau wie
in der experimentellen Physik, oder anderen Bereichen empirischer Forschung, bedeutet Mes-
sen dabei Beobachtungen in Zahlen wiederzugeben. Man versucht, das Beobachtete mithilfe
eines mathematischen Systems abzubilden.

Dieses Erkenntnissystems, bestehend aus Theorie und Experiment, verfiigt also iiber drei Schnitt-
stellen: die sprachliche Ebene der Theorie, die Ebene der Phdnomene bzw. des Verhaltens von
Personen und ein mathematisches Abbildungssystem dieser Phédnomene.

Die Messtheorie befasst sich damit, wie sich diese drei Schnittstellen vereinbaren lassen und in
welcher Form man beobachtbaren Phdnomenen mathematische Symbole zuordnen kann. Im



KAPITEL 1. GRUNDLEGENDES 5

Grunde geht es also darum, inwieweit man Riickschliisse von der einen Ebene auf die andere
ziehen kann, um am Ende tatsadchlich menschliches Verhalten erklidren, vorherzusagen oder
vielleicht sogar manipulieren und modifizieren zu konnen.

1.1.1 Homomorphe versus isomorphe Abbildung

Bei der Umwandlung des beobachteten Verhaltens einer Person in mathematische Symbole
bzw. in ein so genanntes nummerisches Relativ unterscheidet man zwei Abbildungsformen:
die isomorphe und die homomorphe Abbildung.

Bei einer isomorphen Abbildung besteht eine ein-eindeutige Beziehung zwischen dem num-
merischen Relativ und der empirischen Merkmalsauspragung (oder auch dem empirischen Re-
lativ). Das bedeutet, dass jeder Merkmalsauspragung aus dem empirischen Raum ein Symbol
aus dem mathematischen Raum zuordenbar ist. Von der Zahl kann man also auf die Auspré-
gung im Merkmal und von der Auspriagung kann man auf die Zahl schliefSen. Es geht bei der
Zuordnung keine Information verloren.

Bei der homomorphen Abbildung ist zwar eine eindeutige Beziehung zwischen nummerischen
Relativ und empirischen Relativ gegeben, dass heil3t fiir jede Merkmalsauspréagung in der Em-
pirie gibt es genau eine Zahl oder ein mathematisches Symbol, doch kann es mehrere Aus-
pragungen geben, denen dieselbe Zahl zugeordnet wird. Man kann vom empirischen Relativ
(Objekte, Merkmalsauspriagung, Verhaltensweisen etc.) eindeutig auf das nummerische Relativ
(Zahlenraum) schlieen. Allerdings kann man nicht zwangsldufig umgekehrt die empirische
Merkmalsauspragung von der nummerischen Zuordnung ableiten.

In Abbildung 1.1 ist dieser Unterschied zwischen einer isomorphen und einer homomorphen
Relation grafisch verdeutlicht. In Abbildung 1.1.a ist eine isomorphe Abbildung gegeben: Von

empirisches Relativ nummerisches Relativ empirisches Relativ nummerisches Relativ

(a) (b)

OlONC,

Abbildung 1.1: Umsetzung eines empirischen Relativs in ein nummerisches Relativ, via (a)
einer isomorphen und (b) einer homomorphen Abbildung

der Zahl 3 lasst sich auf die Merkmalsauspragung rund /weifs schlieffen und umgekehrt.
In Abbildung 1.1.b ist dagegen eine homomorphe Abbildung gegeben: Von der Merkmals-
auspragung rund /weifs 1asst sich auf die Zahl 2 schliefen. Umgekehrt geht das jedoch nicht:
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Von der Zahl 2 ldsst sich nicht mehr entscheiden, ob es sich im empirischen Relativ um die
Merkmalsauspragung rund /weifs oder rund/grau handelte.

Um das Ganze zu verdeutlichen ein reales Beispiel: Angenommen man benutzt zur Messung ei-
nes psychologischen Merkmals einen Leistungstest mit verschiedenen Aufgaben. Wie gut man
in diesem Test abschneidet, dass heilst welchen Punktewert man erreicht, hingt davon ab, wie
lange man zur Bearbeitung des Tests braucht und wie viele Fehler man in den einzelnen Auf-
gaben macht. Der erzielte Punktewert (nummerisches Relativ) l4sst keinen eindeutigen Riick-
schluss auf das empirische Relativ (Zeit und Fehler) zu. Da ein Punktewert von zum Beispiel 15
sich aus verschiedenen Konstellationen von bendtigter Zeit und Fehleranzahl zusammensetzen
kann. Die Zahl 15 kann beispielsweise entstehen, wenn man drei Minuten gebraucht hat und
ein Fehler gemacht hat, genauso aber auch, wenn nur eine Minute benétigt wurde, dabei aber
fiinf Fehler gemacht wurden. Es handelt sich also um eine homomorphe Abbildung zwischen
nummerischem und empirischem Relativ.

Angenommen man nimmt nun nur die Zeit und versucht von der Zeit auf den Punktewert
zu schlieBen und umgekehrt, so wird dies weder in die eine noch in die andere Richtung
funktionieren. Hierbei besteht also weder eine isomorphe noch eine homomorphe Beziehung.
Eine Bearbeitungszeit von drei Minuten kann mit einem Punktewert von 15, genauso wie mit
einem Punktewert von 23, einhergehen. Ebenso kann ein Punktewert von 23 mit einer Zeit
von zwei Minuten oder sieben Minuten einhergehen.

Die Abbildung von Zeit (empirisches Relativ) auf Punktewert (nummerisches Relativ) ist in
diesem Fall weder eindeutig noch ein-eindeutig.

THE SCIENTIFIC METHOD| Modify
Hypothesis <
Observe natural Formulate > Test hypothesis > Establish Theory
phenomena > Hypothesis via rigorous based on repeated
Experiment validation of results
TH ACTUAL METHOD | F> Ty eory ﬂ
bMak%up Thﬁo‘ry Design minimum Publish Paper: Defend Theory
asedonwhat >, experimentsthat — > rename Theorya —> despite all
Funding Agency will prove shew? “Hypothesis" and evi elnce to the
Manager wants suggest Theory pretend you used contrary
to be true is true the Scientific

Method
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1.2 Skalenarten

Eine (mindestens) homomorphe Abbildungsfunktion eines empirischen Relativs (Menge von
Objekten) zu einem nummerischen Relativ (Menge von Zahlen) nennt man Skala (von ital.
Treppe/Leiter).

Man unterscheidet im Wesentlichen vier Skalenniveaus, die sich hinsichtlich der Abbildungsart
oder auch der Abbildungsgenauigkeit des empirischen Relativs unterscheiden:

e Nominalskalenniveau
e Ordinalskalenniveau
e Intervallskalenniveau

e Verhiltnisskalenniveau

1.2.1 Nominalskalenniveau

Auf einer Nominalskala lassen sich qualitative Merkmale oder Objekte abbilden. Diese Merk-
male lassen sich nicht quantitativ, durch grof3er/kleiner Beziehungen, unterscheiden. Typische
empirische Merkmale, die sich in nummerische Relative auf Nominalskalenniveau umwandeln
lassen, sind Studiengang oder Herkunft.

Eine Sonderform der Nominalskala ist eine dichotome Skala, die nur aus zwei Zahlen besteht
und damit auch nur zwei empirische Objektauspragungen abbildet. Ein typisches Beispiel wire
hierbei das Geschlecht, das im Rahmen einer Datenerhebung durch 1 fiir ménnlich und 2 fiir
weiblich kodiert werden konnte.

1.2.2 Ordinalskalenniveau

Auf Ordinalskalenniveau sind die einzelnen Elemente der Skala Teil einer hierarchischen Rang-
reihe. Jede Merkmalsauspragung des empirischen Relativs entspricht einem Rang des numme-
rischen Relativs. Die Abstdnde zwischen den Rdngen miissen dabei nicht gleich sein bzw. nicht
den tatsédchlichen Relationen im empirischen Relativ entsprechen. Stattdessen besteht nur eine
Gleichheit in der Rangfolge zwischen empirischem und nummerischem Relativ.

Es lassen sich Aussagen wie ,a ist grofser b“ treffen, jedoch nicht ,,a ist doppelt so grofs“ oder
,,a ist ein drittel so grofs wie b“.

Der Rang beim Militdr oder Schulleistungen sind typische Beispiele fiir empirische Merkmale,
die sich gut durch eine Ordinalskala (z.B. Schulnoten von 1 bis 6) abbilden lassen.

1.2.3 Intervallskalenniveau

Das nichst hohere Skalenniveau ist das Intervallskalenniveau. Uber eine hierarchische Relation
hinaus sind die Elemente einer Intervallskala dquidistant, dass heil3t gleichabstidndig zueinan-
der. Die Abstédnde zwischen verschiedenen Elementen lassen sich dadurch exakt bestimmen.
Bezogen auf die Merkmalsausprigung ist der Abstand zwischen a und b genau so grof3, wie
der Abstand zwischen b und c.

Typische Beispiele fiir empirische Merkmale, die man auf Intervallskalenniveau messen kann,
sind Zeit, Intelligenz mittels einer IQ-Skala oder Temperatur mittels der Celsius-Skala.



KAPITEL 1. GRUNDLEGENDES 8

1.2.4 Verhaltnisskalenniveau

Das Verhéltnisskalen- oder auch Rationalskalenniveau unterscheidet sich von einem Intervall-
skalenniveau dadurch, dass auf diesem Niveau ein absoluter Nullpunkt existiert, der durch das
empirische Merkmal vorgegeben ist und nicht verschoben werden darf. Dadurch sind Aussagen
wie ,,a ist doppelt so grofs wie b“ oder ,,a ist dreifach so grofs wie c“ moglich.

Beispiele sind hierbei die Messung von Korpergroe in z.B. Zentimeter, Zeitdauer in Sekunden,
Preis in Euro oder Gewicht in Kilogramm. Es wiirde keinen Sinn machen, etwas das nichts
wiegt einen anderen Wert als den Wert 0 zuzuweisen.

1.2.5 Beziehungen zwischen den Skalenniveaus

Die vier Skalenniveaus unterscheiden sich darin, welche Relationen zwischen den Elementen
des nummerischen Relativs bestehen. Mit ansteigendem Skalenniveau lassen sich mehr Aussa-
gen {iber die Relation zwischen den Zahlen und damit zwischen den empirischen Elementen
treffen.

Hierbei erbt die ndchst hohere Skala jeweils die Eigenschaften der unter ihr liegenden Skalen.
Auf Nominalniveau besteht lediglich die Relation: a # b bzw. a; = a,. Auf Ordinalniveau
gelten die Relationen der Nominalskala genauso wie die Relation: a < b < c.

Ordinal- und Nominalskalen sind diskrete Skalen: Zwischen den einzelnen Werten der Ska-
la besteht kein kontinuierlicher Ubergang. Stattdessen besteht eine Trennung zwischen den
Werten (Diskretheit von lat. discretus = getrennt).

Auf Intervall- und Verhéltnisskalenniveau lassen sich nicht nur Aussagen iiber die Rangfolge
treffen, sondern auch {iber die Grof3e der Abstdnde zwischen verschiedenen Werten, aufgrund
der Aquidistanzeigenschaft dieser Skalen.

Diese beiden Skalen gehoren zu den kontinuierlichen oder metrischen Skalen (auch Kardi-
nalskalen genannt). Der Ubergang zwischen den Zahlen ist flieRend und nicht diskret (oder
kategorial).

Daten, die auf einem hohen Skalenniveau vorliegen, konnen auf ein niedrigeres Skalenniveau
yheruntergebrochen“ werden. In Abbildung 1.2 ist dies dargestellt: Die Zeit von zehn Laufern
bei einem 3000 Meterlauf wurde gestoppt. Die Daten liegen damit auf dem Verhaltnisskalen-
niveau vor. Diese Werte kann man in eine Datenreihe auf Ordinalskalenniveau umwandeln.
Man verliert, durch den Verlust der Aquidistanz, einen Teil der Information.

Es ist nicht mehr moglich zu sehen, um wie viel besser die erstplatzierte Person 1 gegeniiber
der zweitplatzierten Person 2 war; lediglich, dass sie besser war.

Die Rangdaten lassen sich in einem zweiten Schritt in Daten auf Nominalniveau umwandeln,
indem man die fiinf Besten der Gruppe 1 und die fiinf schlechtesten Laufer der Gruppe 2
zuordnet.

Hierbei hat man wiederum einen Teil der Information, die noch auf Ordinalniveau vorhanden
war, verloren: Aus den Daten kann man nicht mehr herauslesen, ob Person 1 aus Gruppe 1
besser oder schlechter im 3000 Meterlauf war als Person 3 der Gruppe 1.

1.2.6 Erlaubte Transformationen

Auf den verschiedenen Skalenniveaus sind unterschiedliche mathematische Transformationen
zuldssig. Unzulissig sind Transformationen dann, wenn die Abbildungsgenauigkeit vom empi-
rischen auf das nummerische Relativ verloren geht.
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Verhéltnisskalenniveau (Zeit in min)

7:20 7:25 7:28 7:29 7:32 7:35 7:37 7:39 7:46 7:49

Ordinalskalenniveau (Range) v

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nominalskalenniveau (Gruppen) 7

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

Abbildung 1.2: Beispiel fiir die Umwandlung von Daten aus einem hoheren in ein niedrigeres
Skalenniveaus

Auf Nominalniveau sind alle Transformationen erlaubt, solange die eine Zahl der einen empi-
rischen Merkmalsausprédgung entspricht und eine andere Zahl einer anderen Auspragung.
Auf Ordinalniveau sind alle Transformationen erlaubt, welche die Rangreihe der Daten nicht
verandert. So kann man beispielsweise alle Daten mit einer Zahl multiplizieren oder eine Zahl
dazu addieren. Der erste Rang bleibt grol3er als der zweite Rang, auch wenn alle Rdnge mit
dem Faktor 3 multipliziert werden. Die neue Zahl fiir den ersten Rang wére dann 3 und fiir
den zweiten Rang ware die neu zugeordnete Zahl 6. Dabei gilt immer noch: Rangwert 3 <
Rangwert 6.

Auf Intervallskalenniveau sind Transformationen der Form y = bx + a erlaubt. Es darf also
multipliziert, dividiert, addiert und subtrahiert werden. All diese Transformationen verletzen
nicht die Aquidistanz der Werte. Die Gleichabstindigkeit bleibt also nach Transformationen
dieser Art erhalten.

Auf Verhéltnisskalenniveau sind Transformationen der Form y = bx zuléssig. Addition und
Subtraktion ist auf diesem Niveau nicht mehr zuléssig, da sich dadurch der absolute Nullpunkt
der Skala verschieben wiirde.

1.2.7 Bedeutung des Skalenniveaus

Je nachdem auf welchem Niveau die Daten sich befinden die ich auswerten will, habe ich ver-
schiedenartige statistische Methoden zur Verfiigung. Insbesondere in der Inferenzstatistik ist
es von grol3er Bedeutung auf welchem Skalenniveau die Daten vorliegen, da viele inferenzsta-
tistische Methoden ein bestimmtes Skalenniveau voraussetzen.

1.3 Wozu eigentlich Statistik?

Statistische Methoden sind fiir die psychologische Forschung in erster Linie Werkzeuge, um
Beobachtungen systematisch zu untersuchen. Mithilfe bestimmter Verfahren lassen sich Unter-
schiede zwischen Gruppen statistisch belegen oder Zusammenhénge psychologischer Merkma-
le ausrechnen.

Angenommen wir wollen untersuchen, ob Intelligenz mit einem hoheren Lebensstandard ein-
hergeht. Dabei miissen wir zunéchst definieren, was mit Intelligenz und hoherer Lebensstan-
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dard gemeint ist. Der nédchste Schritt wire diese beiden Merkmale messbar zu machen (auch
operationalisieren genannt). Wir konnten uns entscheiden Lebensstandard durch monatliches
Einkommen und Intelligenz durch einen standardisierten Intelligenztest zu operationalisieren.
Nun koénnten wir mithilfe statistischer Methoden ausrechnen, wie grofs der Zusammenhang
zwischen diesen beiden Merkmalen, oder statistisch ausgedriickt: Variablen, ist.

Dieser Zusammenhang wird hochstwahrscheinlich nicht perfekt sein, dass heif3t ein hoher Wert
im Intelligenztest muss nicht zwangsldufig mit einem hohen Einkommen einhergehen.
Zusammenhénge psychologischer Variablen sind meist nie perfekt, was man dadurch erkla-
ren kann, dass der Untersuchungsgegenstand der Psychologie, also der Mensch, sehr komplex
ist und man diese Komplexitat schwer als Ganzes in einem Experiment erfassen und durch
Variablen abbilden bzw. messen kann.

Wihrend beispielsweise in der Physik oft deterministische oder funktionale Beziehungen ge-
funden werden, handelt es sich bei psychologischen Merkmalen meist um stochastische Bezie-
hungen.

Der IQ determiniert (zum Gliick) nicht das Einkommen oder die Stellung in einer Gesellschaft.
Allerdings hat man schon an vielen Stellen ein stochastische Beziehung dieser zwei Variablen
finden konnen: Es gibt einen Zusammenhang von IQ und Einkommen. Dieser Zusammenhang
ist allerdings durch eine (recht grof3e) Storgrof3e tiberlagert, sodass man nie perfekt vorhersa-
gen kann, welches monatliche Einkommen jemand bei IQ-Wert x bekommt oder bekommen
wird.

Die Statistik ermoglicht es zu entscheiden, wie empirisch bedeutsam der Zusammenhang zwei-
er Merkmale tatséchlich ist und wie grol3 die StorgroRe ist, die diesen Zusammenhang beein-
trachtigt. Insofern ist die Statistik ein Mittel zum Zweck, eine Methode, die dabei hilft inhalt-
liche Fragen wissenschaftlich fundiert zu klaren.

1.4 Statistische Analysen mit dem PC

Die meisten statistischen Analysen iibernimmt heutzutage der Computer. Es gibt verschiedene
Programme und Programmpakete, welche die Moglichkeit bieten Daten zu analysieren und
grafisch darzustellen.

Hier eine kurze Beschreibung der verbreitetsten Statistikprogramme:

Microsoft Excel Das Programm Excel eignet sich vor allem zur Datenverwaltung und Auf-
bereitung, sowie zur Grafikerstellung. Hohere statistische Analysen sind dagegen nur bedingt
moglich. Eine kostenlose Alternative zu Excel ist das Programm Calc, das zu dem Open Source
Software Paket OpenOffice.org gehort. Die Bedienung von Calc und die Moglichkeiten damit
sind sehr dhnlich zu denen von Excel.

SPSS Das unter Windows, Mac OS und Linux verfiigbare Programm SPSS ist fiir alle gén-
gigen statistischen Analyseverfahren geeignet und im Gegensatz zu spezialisierter Statistik-
software noch relativ benutzerfreundlich. SPSS (urspriinglich die Abkiirzung fiir Statistical
Package for Social Science) ist modular aufgebaut. Das bedeutet, dass das Programm aus einer
Basisversion besteht und Zusatzmodule fiir spezielle Analyseverfahren extra dazu gekauft wer-
den miissen. Es gibt eine Studentenversion fiir knapp 60 Euro, die in ihrem Funktionsumfang
allerdings stark eingeschrénkt ist.
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R Eine kostenlose Alternative zu SPSS und anderen kommerziellen Statistikprogrammen ist
R. Das unter der GNU-Lizenz veroffentlichte Software-Paket ist sehr flexibel, bietet sehr vie-
le Analysemoglichkeiten und ist fiir die Grafikerstellung sehr gut geeignet. Dadurch das der
Quellcode des Programms offen fiir jeden zur Verfiigung steht gibt es sehr viele Zusatzmodule
fiir speziellere Verfahren, die man kostenlos dazu installieren kann.

Der Nachteil von R liegt in der komplizierten Bedienung: R verfiigt iiber keine grafische Ober-
flache. Stattdessen miissen alle Befehle, die auf einer programmeigenen Skriptsprache basie-
ren, eigenstandig in das R-Konsolenfenster eingetippt werden.

MatLab MATrix LABoratory (kurz: MatLab) ist eine sehr méchtige Analysesoftware, die nicht
nur fiir statistische, sondern generell mathematische Probleme und Aufgaben genutzt wird.
Dateieingabe und Verarbeitung erfolgen dabei teils {iber eine grafische Oberfliche, teils wie
bei R iiber Befehle, die in ein Konsolenfenster eingetippt werden miissen. Durch so genannte
Toolboxen lasst sich der Funktionsumfang der Basisversion von MatLab, dhnlich wie bei SPSS,
erweitern.

O

What your research supposedly What your research actually §
looks like: looks like: )

X

3

. " ¥
KN ] 8

Data Data Acquisition =
gm—h, 8
— <« <

=

Controller o

Prototype Computer §
&

Figure 1. Experimental Diagram §
Figure 2. Experimental Mess 3
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1.5 Mathematische Symbole

1.5.1 Summenzeichen

Mithilfe des Summenzeichens lassen sich Summenberechnungen iiber eine lange Zahlenrei-
he abkiirzen. Das Summenzeichen besteht aus dem grof3en griechischem Buchstaben Sigma.
Ober- und unterhalb des Summenzeichens befinden sich so genannte Indizes.

Der Index unterhalb des Sigmas definiert die untere Summationsgrenze. Dieser Wert gibt an,
ab welchem Element einer Zahlenreihe aufsummiert werden soll.

Der Index oberhalb des Sigmas definiert die obere Summationsgrenze. Dieser Wert zeigt an,
bis zu welchem Wert einer Zahlenreihe aufsummiert werden soll.

Der Laufindex, der durch einen kleinen lateinischen Buchstaben symbolisiert wird, nimmt fort-
laufend die Zahl zwischen Ober- und Untergrenze der Datenreihe an. In Formel 1.1 ist ein
Summenzeichen dargestellt, wobei n die obere, m die untere Summationsgrenze und i der
Laufindex ist.

Schreibweise und Beispiele:

> x (1.1)

8
in=x3+x4+x5+x6+x7+x8
i=3

Angenommen folgende Daten seien gegeben:

X7 X3 X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9 Xjp

12 11 19 22 4 6 22 32 15 1

Das Aufsummieren dieser Daten lasst sich folgendermaf3en abkiirzen:

n
in:12+11+19+22+4+6+22+32+15+1:144
i=1

Das n oberhalb des Sigmas kodiert die Anzahl der Elemente einer Datenreihe und nimmt fiir
obiges Beispiel den Wert 10 an, da die Datenreihe aus n = 10 Werten besteht.
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Weitere Beispiele anhand dieser Datenreihe:

9
D x;=4+6+22+32+15=79

=5

ZSJXi_4+6+22+32_64
“n 10 10 10 10
3

D ixi+1=12+11419+1=43
i=1

6
D (5-x)=5-22+5-4+5-6=160
i=4

1.5.2 Fakultat

Die Fakultét ist eine mathematische Funktion, mit deren Hilfe man die Multiplikation einer
aufsteigende Reihe natiirlicher Zahlen abkiirzen kann.

Schreibweise und Beispiele:

n! (1.2)

20=1.2=2
31=1-2-3=6

41=1-2-3-4=24

Fiir n! gilt:
nl=mn-1)"-n (1.3)

Die Fakultdt von n nimmt bei gréer werdendem n dramatisch zu:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800
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1.A Aufgaben

inhaltliche Aufgaben

1. Was bedeutet messen?
2. Was kann iiberhaupt gemessen werden?
3. Was ist eine Skala?
4. Welche Skalenarten gibt es?
5. Was ist ein nummerisches, was ein empirisches Relativ?
6. Welche Abbildungsarten vom empirischen auf das nummerische Relativ gibt es? Was
unterscheidet sie?
7. Was bedeutet Aquidistanz?
8. Finde ein Beispiel fiir einen stochastischen und einen funktionalen Zusammenhang.
9. Worin besteht der Nachteil, wenn man Daten von einem hoheren in ein niedrigeres
Skalenniveau umwandelt?
10. Aus welchem griechischem Buchstaben besteht das Summenzeichen? Fiir was stehen die
Indizes oberhalb und unterhalb des Summenzeichens?
11. Auf welchem Skalenniveau werden folgende Merkmale gemessen?
a) Gewicht
b) Berufsgruppen
¢) Liange
d) Grad in Kelvin
e) Promille Alkohol im Blut
f) Platzierung bei einem Sportwettbewerb
12. Welche der folgenden Transformationen sind zuldssig?
a) Addition eines Wertes zu jedem Datenpunkt auf Intervallniveau
b) Jeden Datenpunkt mit dem Kehrwert multiplizieren auf Ordinalniveau
¢) Multiplikation und Addition eines Wertes zu jedem Datenpunkt auf Nominalniveau
d) Division und Subtraktion eines Wertes zu jedem Datenpunkt auf Verhéltnisniveau
e) Quadrieren der Werte auf Ordinalniveau
f) Wurzel ziehen der Werte auf Intervallniveau
praktische Aufgaben
1. Berechne folgende Fakultiten: 7!, (2-3)!, (5 —1)!
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2. Gegeben sind folgende Daten:

X3 X9 X3 X4 Xjg X X7 Xg X9 Xj0

9 172 18 0 -17 3,75 8 44 100 3

Berechne folgende Summen:

=2
5
E (xl +'xl)
i=1
5 10
E Xi - X
i=1 i=6
1 n
_ X;
n3
ding! new The Diploma 1 DON'T kNow
span' Milll BOgRoSk WHETHER

necessary!
Get an Online
PhD, only $5!




Deskriptivstatistik

Deskriptive Statistik, oder beschreibende Statistik, ist ein Teilgebiet der Statistik, welches sich
mit der Datenaggregation und Datendarstellung befasst. Ziel ist es eine Datenmenge anhand
statistischer Kennwerte zu beschreiben und mithilfe von verschiedenen Darstellungsformen
grafisch aufzubereiten.

2.1 MaBe der zentralen Tendenz

Eine Gesamtheit von Beobachtungen, ausgedriickt in einer Reihe von Daten, lésst sich schwer
iiberschauen. Male der zentralen Tendenz versuchen die Richtung oder Gemeinsamkeit der
Daten in einer KenngréRe zusammenzufassen. Man unterscheidet im Wesentlichen drei Kenn-
werte der zentralen Tendenz, mit deren Hilfe man eine Datenreihe charakterisieren kann:
Modalwert (auch Modus genannt), Median und arithmetisches Mittel.

2.1.1 Modalwert

Der Modalwert (abgekiirzt: Mo) ist der Wert einer Datenreihe, der am haufigsten vorkommt.
In einer stetigen Zufallsverteilung ist es der Wert, mit der hochsten Wahrscheinlichkeitsdichte.
In der folgenden Datenreihe ist der Modalwert Mo = 5. Er kommt insgesamt sechs mal vor.

X7 Xo X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9 Xj9 X371 X2 X33 X134 Xp5

5 3 6 8 6 5 4 5 1 6 5 5 7 4 5

2.1.2 Median

Der Median (abgekiirzt: Md) ist der Wert, der eine Verteilung oder Datenreihe in zwei gleich
groRRe Teile zerlegt. Das bedeutet, dass unter- und oberhalb des Medians immer 50% der Werte
liegen. Der Medianort errechnet sich iiber:

n+1
Md,,; = — 2.1

Der Wert, an dieser Stelle einer aufsteigend geordneten Datenreihe, ist der Median.

Um den Median der Datenreihe aus 2.1.1 zu errechnen, muss diese zunichst aufsteigend sor-
tiert werden (siehe unten).

16



KAPITEL 2. DESKRIPTIVSTATISTIK 17

X7 Xo X3 X4 X5 Xe X7 Xg X9 X309 X371 X132 X33 X134 Xp5

1 3 4 4 5 5 5 5 5 5 6 6 6 7 8

Der Medianort ergibt sich nun aus Md,,; = BTH = 8. Demnach nimmt der Median den Wert
des Datenpunkts an achter Stelle an: Md = xg = 5.
Der Median besitzt die Eigenschaft, dass die absoluten Abweichungen aller Werte vom Median
ein Minimum ergibt:
n
> lx; — Md| = Min. (2.2)
i=1

Man findet keinen anderen Wert, bei dem die Summe der absoluten Abweichungen kleiner ist
als beim Median. Egal welchen Wert man anstelle des Medians in obige Formel einsetzt, das
Ergebnis wird groler sein.

Bei einer Menge von Daten mit gerader Anzahl an Elementen liegt der Medianort zwischen
zwei benachbarten Elementen. In der unten stehenden Datensequenz sind, statt 15 Elementen,
wie oben, nur noch 14 vorhanden.

X7 Xo X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9 X309 X371 X132 X313 X4

1 3 4 4 5 5 6 7 7 7 8 9 9 8

Damit ergibt sich fiir den Medianort: Md,,;, = % = 7,5. Der Medianwert liegt demnach

zwischen dem 7. und 8. Element der Datenreihe. In diesem Fall wird der Mittelwert von diesen

beiden benachbarten Werten errechnet. Im obigen Beispiel wire der Medianwert damit Md =

6+7 __
- = 6,5.

2.1.3 Arithmetisches Mittel

Das arithmetische Mittel (abgekiirzt: M oder x) ist das wohl prominenteste Mal3 der zentra-
len Tendenz. Es ergibt sich aus der Aufsummierung der Daten, relativiert an der Anzahl der
Datenpunkte:

1 n
M:)?:—E X; (2.3)
n
i=1

Was man durch obige Formel erhélt ist ein Wert, der dem eines Datenpunktes entsprechen
wiirde, wiirde man die Summe der Datenreihe auf jedes Element gleich verteilen:

X7 X9 X3 X4 X5 X Xy Summe

0o 1 2 3 4 5 6 21

Mittelwert:ic:%(0+1+2+3+4+5+6)=3

X7 X9 X3 X4 X5 Xg Xy Summe

3 3 3 3 3 3 3 21
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Das arithmetisches Mittel besitzt die Eigenschaft, dass die Summe der quadrierten Abweichun-
gen aller Werte vom Mittelwert ein Minimum ergibt:

n
D (x; — %)* = Min. (2.4)
i=1
Des Weiteren ist die Summe aller Abweichungen vom Mittelwert immer null:
n
D -2)=0 (2.5)
i=1

Gewichtetes arithmetisches Mittel

Das gewichtete arithmetische Mittel (kurz: GAM) ist eine Sonderform des Mittelwerts, die
dann zum Einsatz kommt, wenn man den gemeinsamen Mittelwert {iber mehrere verschieden
lange Datenreihen berechnen will.

Jeder Mittelwert einer Datenreihe wird mit der Anzahl der Datenpunkte dieser Datenreihe
multipliziert (also gewichtet). Die Summe daraus wird an der Summe aller Datenpunkte rela-
tiviert:

k
2.(n- %))
GAM == (2.6)

k
Z n;
i=1

Der Index k iiber dem Summenzeichen in der obigen Formel steht fiir die Anzahl der Daten-
reihen.

Beispiel:

Die unten stehenden Datenreihen bestehen aus verschieden vielen Datenpunkten:

X7 Xo X3 X4 X5 Xg Xy X

1 3 1 9 6 9 4 471

X1 X9 X3 X4 Xp X

5 7 7 6 6 6.2

X7 Xp X3 X

12 17 13 14
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Das gewichtete arithmetische Mittel aus den drei Datenreihen berechnet sich folgendermaf3en:

747D+ (5-6,2)+(3-14)
N 74+5+3 N

GAM

7,06

Wiirde man keine Gewichtung vornehmen, sondern einfach einen Mittelwert aus den Mittel-
werten berechnen, wiirde das Ergebnis in diesem Fall groRer ausfallen:

_4,71+6,2+14

3 = 8,3 > GAM

Xy

2.1.4 Welches MaB der zentralen Tendenz ist das Richtige?

Fiir welches Maf3 der zentralen Tendenz man sich entscheidet, um eine Reihe von Daten zu
charakterisieren, hdngt zundchst vom Skalenniveau ab, auf dem sich die Daten befinden. Bei
kategorialen Daten (Nominalniveau) macht es wenig Sinn, einen Median oder einen Mittel-
wert zu berechnen.

Auf Ordinalniveau ist der Mittelwert ebenfalls kein addquates Maf3 zur Charakterisierung der
zentralen Tendenz, da der Mittelwert die Aquidistanz der Daten voraussetzt, was bei rangska-
lierten Daten nicht der Fall ist. In Tabelle 2.1 sind die angemessenen zentralen Male auf den
jeweiligen Skalenniveaus aufgelistet.

Tabelle 2.1
sinnvolle Maf3e der zentralen Tendenz auf den verschiedenen Skalenniveaus

Skalenniveau Malle der zentralen Tendenz

Nominalniveau Modalwert
Ordinalniveau Modalwert, Median
Intervallniveau Modalwert, Median, Arithmetisches Mittel
Verhiltnisniveau Modalwert, Median, Arithmetisches Mittel

Auf dem Intervallniveau konnen alle drei Methoden zur Berechnung eines Mal3 der zentralen
Tendenz genutzt werden. In der Beispieldatenreihe aus Kapitel 2.1.1 und 2.1.2 ergibt sich fiir
Modalwert und Median der selbe Wert. Auch der Mittelwert dieser Datensequenz ist gleich
dem Median und dem Modalwert. In diesem Fall wiirde es keinen Unterschied machen fiir
welches Mal3 der zentralen Tendenz man sich, zur Beschreibung der Daten, entscheidet.

Dies liegt an der Verteilung der Daten: Sie folgen einer ganz bestimmten Art der Verteilung, die
man Normalverteilung nennt. Eine grafische Veranschaulichung dieser Verteilungsform findet
sich in Abbildung 2.1. Ndhere Information zu den Eigenschaften dieser Verteilungsform wer-
den in Kapitel 4 besprochen. Dass Median, Modal- und Mittelwert auf den selben Punkt fallen,
liegt an der Symmetrie, die diese Verteilungsform auszeichnet. Ist eine solche Symmetrie in
der Datenverteilung nicht gegeben, kommt man bei der Berechnung der drei Maf3e zu unter-
schiedlichen Ergebnissen.

Insbesondere bei schiefverteilten Daten muss man {iberlegen, fiir welches Maf$ man sich ent-
scheidet, da dabei systematische Unterschiede zwischen den drei Werten entstehen.
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@ (b)

Abbildung 2.1: Lage der Mal3e der zentralen Tendenz bei (a) einer diskreten, normalverteilten
Variable und (b) einer stetigen, normalverteilten Variable

In Abbildung 2.2 sind Daten dargestellt die, wie in Abbildung 2.2.a, entweder rechtsschief bzw.
linkssteil oder, wie in Abbildung 2.2.b, linksschief bzw. rechtssteil verteilt sind.

Die Begriffe der Schiefe und Steilheit helfen eine Verteilung zu beschreiben: Eine linksschiefe
Verteilung besitzt links vom Gipfel eine geringere Steigung als rechts vom Gipfel. Bei einer
rechtsschiefen Verteilung ist dies umgekehrt: links vom Gipfel ist die Steigung steiler als rechts
davon.

Bei einer rechtsschiefen Verteilung (wie in Abbildung 2.2.a) gilt: M > Md > Mo.

Bei einer linksschiefen Verteilung (Abbildung 2.2.b) ist dies umgekehrt: Mo > Md > M.

(@ (b)

N\ /|

N /

Abbildung 2.2: Lage der MalRe der zentralen Tendenz bei (a) einer stetigen, rechtsschiefen
Variable und (b) einer stetigen, linksschiefen Variable
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Eigenschaft des Medians

Unabhingig von der Verteilungsform ist der Median, im Gegensatz zum arithmetischen Mittel,
resistent gegeniiber AusreiRern. Als Ausreilder bezeichnet man einen Wert, der sich extrem von
den anderen Werten unterscheidet. In der unteren Datensequenz ware dies der Wert an vierter
Stelle.

X1 Xo X3 X4 X5 Xg Xy

2 3 4 6500 7 0 1

Der Median dieser Daten liegt bei Md = 3, wahrend der Mittelwert stark von dem Ausreil3er
beeinflusst wird und dadurch viel hoher ausféllt: ¥ = 931. Je kleiner die Datenreihe und je
weiter der Ausreif’er von den restlichen Daten entfernt, desto grofler wird der Mittelwert von
dem Ausreilser beeinflusst, wiahrend der Median konstant bleibt. Statistisch miissen Daten,
wahlt man das arithmetische Mittel als Mal$ der zentralen Tendenz, von Ausreif3ern bereinigt
werden, was beim Median nicht notwendig ist.

Allerdings muss eine fundierte inhaltliche Begriindung vorliegen, will man erhobene Daten
von den weiteren statistischen Analysen und damit auch inhaltlichen Schlussfolgerungen aus-
schlief3en.
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2.A Aufgaben

inhaltliche Aufgaben
1. Worin liegt der Vorteil von einem Maf3 der zentralen Tendenz?
2. Wann ist ein Mal3 der zentralen Tendenz nicht angebracht?

3. Warum muss man eine inhaltliche Begriindung bei einem empirischen Datensatz haben,
bevor man Ausreifder vor weiteren Analysen ausschlie3t?

4. Uberlege dir jeweils ein Merkmal das, wiirde man es messen, hochstwahrscheinlich
(a) rechtsschief oder (b) normalverteilt ist.

5. Welche Eigenschaften besitzt der Median? Welche das arithmetische Mittel?
6. Warum macht es keinen Sinn fiir ordinalskalierte Daten einen Mittelwert zu berechnen?

7. Fiir welches Mal? der zentralen Tendenz wiirdest du dich bei Daten folgender Merkmale
entscheiden?
a) Gewicht (in kg)
b) Berufsgruppen
¢) Lange (in cm)
d) Temperatur (in Grad Kelvin)
e) Alkohol im Blut (in Promille)
f) Leistung bei einem Sportwettbewerb (Platzierung)

praktische Aufgaben

1. a) Berechne jeweils Median, Modalwert und arithmetisches Mittel der folgenden zwei
Datenreihen.

b) Was kannst du iiber die Verteilung der beiden Datenreihen sagen?
c) Was ist das gewichtete arithmetische Mittel aus beiden Datenreihen?

X1 Xa X3 X4 X5 Xo X7 Xg X9 X190 X311 X132 X313

3 3 7 1 4 4 7 5 9 6 4 4 3

X7 Xo X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9 X309 X371 X132 X33 X314 Xp5

1 8 4 0 5 0 6 3 5 2 9 6 5 4 1
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2.2 DispersionsmafBe

Werden Statistiken in der Offentlichkeit vorgestellt, werden meist nur zentrale Tendenzen,
oftmals Mittelwerte, berichtet. Als Konsument solcher Statistiken ist es dadurch unméglich zu
beurteilen, wie gut dieser Mittelwert tatsdchlich alle Werte représentiert.

Je mehr sich die einzelnen Werte unterscheiden und je grofler die Abweichung der einzelnen
Werte von dem MaR der zentralen Tendenz, desto grofer ist die so genannte Streuung (oder
Dispersion).

Mit wachsender Streuung eines Datensatzes nimmt die Aussagekraft eines Malf3 der zentralen
Tendenz ab (und umgekehrt). Berichtet man von einem Datensatz also nur ein zentrales Ten-
denzmalf, so ist es fiir den Leser unmoglich zu entscheiden, wie gut dieser Kennwert die Werte
des Datensatz abbildet.

Um dies beurteilen zu konnen, miissen immer Dispersionsmalfie berechnet und angegeben
werden, die versuchen den Streuungsgrad der Werte zu erfassen.

Die gédngigsten Dispersionsmalie sind der Range, der Interquartilbereich und die Standardab-
weichung bzw. Varianz.

2.2.1 Range

Der Range ist, wie der Name schon sagt, die Spannweite, also der absolute Bereich zwischen
dem die Werte variieren. Er errechnet sich iiber die Differenz aus dem gréf3ten und dem kleins-
ten Messwert:

R = Xmax = Xmin 2.7)

Als Dispersionsmal? ist der Range oft ungeeignet, da im Grunde nur zwei Werte bertiicksichtigt
werden: Der grof3te und der kleinste Wert. Dadurch ist der Range sehr anfillig gegentiiber
Ausreildern.

2.2.2 Interquartilbereich

Ein Quartil ist ein Bereich, in dem sich ein viertel der gemessenen Werte befindet. Eine Da-
tenreihe kann man also in vier Quartile aufteilen. Der Interquartilbereich (kurz: IQR) ist der
Range bzw. die Spannweite, in dem sich die mittleren zwei Quartile, also die mittleren 50%
der Daten befinden.

In Abbildung 2.3 sind aufsteigend sortierte Daten auf Ordinalniveau mit den Quartilgrenzen
abgebildet.

Der IQR Bereich ist der Range der mittleren 50% der Daten.

IQR=Q3—Q, (2.8)

In den Daten aus Abbildung 2.3 errechnet sich ein Interquartilbereich von IQR =5,5—-2,5 =
3,5. Das bedeutet, dass innerhalb der mittleren 50% die Daten mit einer Spannweite von
3 1/2 Rangplitzen streuen.

Fiir die Berechnung der Quartilorte gibt es zwei verschiedene Methoden. Entweder man defi-
niert den Wertebereich ober- und unterhalb des Medians als Teilmenge, von denen man jeweils
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H O,
_ untere 25% der Daten = < mittlere 50% der Daten > _ obere 25% der Daten

0 1 2 2 3 3 4 4 4 4 5 5 6 6 7 8

| | |

1. Quartilgrenze 2. Quartilgrenze 3. Quartilgrenze
(Qi1=2,5) (Median bzw. Q2) (Qs=5,5)

Abbildung 2.3: Quartile einer aufsteigend sortierten Rangdatenreihe

wieder eigene Mediane berechnet. Fillt der Median dabei auf genau einen Wert der Reihe, so
wird dieser Wert weder dem ersten, noch dem zweiten Teilkollektiv zugeordnet (siehe Abbil-
dung 2.4).

untere Teilmenge obere Teilmenge untere Teilmenge obere Teilmenge
—> > <€ > < >
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8
(a) Q1 Median QS (b) Q1 Median QS

Abbildung 2.4: Quartilgrenzen bei (a) einer Datenreihe, bei der der Median genau auf einen
Datenpunkt féllt und (b) bei der der Median zwischen zwei Datenpunkte fallt

In Abbildung 2.4.a errechnet sich der Q1-Ort aus: % = 2. Der Datenpunkt auf dem der Me-
dian féllt wird weder dem oberen, noch dem unteren Teilkollektiv zugerechnet. In Abbildung
2.4.b errechnet sich der Q1-Ort iiber: % = 2,5 (ebenso der Q3-Ort fiir die obere Teilmenge).
Ein alternative Berechnung von Q1 und Q3-Ort ist mit folgenden Formeln moglich.

Ql(ort) =0,25- (Tl + 1) QB(ort) =0,75- (n + 1) (2.9)

Der Nachteil an diesem alternativen Weg ist, dass je nach Linge der Datenreihe Quartile eine
unterschiedliche Anzahl an Elementen umfassen. Der Vorteil liegt in einer héheren Genauig-
keit.

Viele Statistikprogramme berechnen Quartile nach diesen Formeln.

2.2.3 Varianz und Standardabweichung

Die Varianz (kurz: Var oder s2) ist definiert als die mittlere quadrierte Abweichung vom Mit-
telwert:

Zn:(ff —x;)?

2= (2.10)
n
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Durch die Quadrierung besitzt die Varianz eine andere Einheit (quadrierte Werte) als z.B. der
Mittelwert. Dadurch ist die Varianz schwer zu interpretieren. Dem kann man abhelfen, indem
man die Wurzel aus der Varianz berechnet und dadurch die Quadrierung riickgdngig macht.
Dieser Wert wird als Standardabweichung (kurz: s oder SD fiir standard deviation) bezeichnet
und geht auf den Naturforscher Sir Francis Galton zuriick.

(2.11)

Beispiel:

In Tabelle 2.2 sind zehn Daten, deren Mittelwert und die Berechnung der Varianz iiber die Mit-
telung der quadrierten Abweichungen dargestellt. Die Standardabweichung dieser Datenreihe

wires = 4/6,6 =2,57.

Tabelle 2.2
Beispielhafte Berechnung der Varianz einer Datensequenz

Werte quadrierte Abweichung

x; 10 (10-5)>=25
Xy 7 (7-5)2=4
X3 7 (7-5)2*=4
X4 5 (5—-5)2=0
Xs 5 (5-5)2=0
Xg 5 (5—-5)2=0
Xy 5 (5-5)2=0
Xxg 3 (3-5)=4
Xg 3 (3—-5)2%=4
X10 0 (0-5)2=25
Xx=5 s2=6,6

Warum quadriert man?

Die Logik der Varianz ist nicht gerade intuitiv nachvollziehbar. Insbesondere fragt man sich,
warum die quadrierten Abweichungen gemittelt werden und nicht die absoluten Abweichun-
gen, wie man es bei der Berechnung der mittleren Abweichung macht (kurz: MD fiir mean
deviation - siehe unten).

n
D lx—x;
=}

mittlere Abweichung = MD = = (2.12)
n
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Immerhin kénnte der Wert aus obiger Formel leichter interpretiert wéren: Es wére die durch-
schnittliche Abweichung jedes Datenpunkts vom Mittelwert.

Das man stattdessen die quadrierten Abweichungen errechnet und mittelt, hdngt mit einer Ver-
teilungsannahme von den Variablen oder Merkmalen, die man untersuchen will, zusammen.
Man geht in den meisten Fillen davon aus, dass die Messdaten eines Merkmals normalverteilt
sind. Die Form einer Normalverteilung ist in Abbildung 2.1 aufgezeichnet.

Die Normalverteilung besitzt zwei Wendepunkte, die den Wechsel von einem exponentiellen
Wachstum zu einem begrenzten Wachstum charakterisieren und an dessen Stelle die Steigung
maximal ist.

Zunichst nehmen die Werte also um einen bestimmten Prozentsatz stetig zu (exponentielles
Wachstum), bis ein Wendepunkt erreicht wird, ab dem dieses prozentuale Wachstum wieder
stetig abnimmt und ein Maximum erreicht (am Mittelwert).

An diesem Punkt beginnt ein begrenzter Abfall, gefolgt von einem exponentiellen Abfall am
zweiten Wendepunkt rechts des Gipfels.

Diesem quadratischen oder exponentiellen Verlauf tragt die Quadrierung in der Varianzformel
rechnung. Die Standardabweichung ist nun genau der Abstand, den der Mittelwerte von dem
Wendepunkt auf der linken und dem Wendepunkt auf der rechten Seite der Normalverteilung
hat.

Eigenschaft der Varianz

Aufgrund der Quadrierung der Abweichungen fallen bei der Varianz grof3e Abweichungen
starker ins Gewicht als kleine Abweichungen (siehe Tabelle 2.2, Datum x; und x;, gegeniiber
X3 oder Xxg).

Dies kann dann zum Problem werden, wenn bei kleinen Datensédtzen Werte mit extrem grol3er
Abweichung vom Mittelwert auftreten. Die Varianz ist also, genau wie der Mittelwert, relativ
sensibel gegeniiber Ausreifdern.

Standardabweichung und schiefverteilte Variablen

Die Standardabweichung ist auch dann ein sinnvolles Streuungsmaf3, wenn die Daten nicht
normalverteilt sind. Dies konnte durch die Tschebyscheff-Ungleichung gezeigt werden. Solan-
ge die Verteilung eine zentrale Tendenz oder einen Erwartungswert besitzt (also einen Gipfel),
gilt unabhingig der Form der Verteilung: Zwischen X — 2 -s und x + 2 - s liegen mindestens
3/4 der Werte.

2.2.4 Welches DispersionsmaB ist das Richtige?

Fiir welchen Kennwert zur Charakterisierung der Streuung einer Datensequenz man sich ent-
scheidet, hangt wiederum von dem Skalenniveau und von dem Malf} der zentralen Tendenz,
fiir das man sich entschieden hat, ab.

Vorraussetzung fiir die Berechnung von Varianz bzw. Standardabweichung ist, wie beim Mit-
telwert, zum Beispiel die Aquidistanz innerhalb der Metrik, die erst ab Intervallskalenniveau
gegeben ist.

In Tabelle 2.3 sind sinnvolle Dispersionsmal’e, in Abhidngigkeit des Skalenniveaus, aufgelistet.
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Tabelle 2.3
sinnvolle Dispersionsmaf3e auf den verschiedenen Skalenniveaus
Skalenniveau Dispersionsmalie
Nominalniveau Range
Ordinalniveau Range, Interquartilbereich
Intervallniveau Range, Interquartilbereich, Varianz
Verhiltnisniveau Range, Interquartilbereich, Varianz

Neben dem Skalenniveau ist die Wahl des zentralen Maf3es entscheidend. So ergédnzt die Stan-
dardabweichung oder Varianz sinnvoll das arithmetische Mittel, als Ma® der zentralen Ten-
denz, da der Mittelwert die Eigenschaft besitzt, dass die quadrierten Abweichungen (also das,
was in die Berechnung der Varianz eingeht) ein Minimum ergibt (vgl. Formel 2.4).

Bei Angabe des Medians ist der IQR-Bereich ein sinnvolles Dispersionsmaf, da hier die Spann-
weite der Rénge innerhalb der mittleren 50% einer Datenreihe berechnet wird, in dessen Mitte

sich wiederum der Median befindet.

Bei kleinen Datensitzen mit Extremwerten sollte weder Mittelwert noch Varianz bzw. Stan-

dardabweichung genutzt werden.
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2.B Aufgaben
inhaltliche Aufgaben
1. Wozu gibt man Dispersionsmalfse an?
2. Was bedeutet es, wenn die Streuung der Daten besonders grof3 ist?
3. In welchem Verhéltnis stehen Varianz und Standardabweichung?
4. Welche Dispersionsmalfle sind fiir intervallskalierte Daten geeignet?

5. Was ist der Unterschied zwischen der mittleren Abweichung und der Standardabwei-
chung? Warum wird meist die Standardabweichung und nicht die mittlere Abweichung
als Dispersionsmal$ gewahlt?

6. Welche Folgen hat das Quadrieren der Abweichungen bei der Varianz?
7. Welches Dispersionsmal3 ist am robustesten gegeniiber Ausreilsern?

8. Warum gehoren Mittelwert und Standardabweichung ,,zusammen®?

praktische Aufgaben

1. Am Strand von Ahlbeck (Ostsee) und von Djerba (Tunesien) wird an einem Tag im Som-
mer stlindlich die Windstédrke gemessen.

a) Berechne ein angebrachtes Maf3 der zentralen Tendenz und ein Mal? fiir die Streu-
ung.

b) Kann man (rein deskriptiv) sagen, dass an beiden Stranden die gleichen Windver-
héltnisse herrschen?

Uhrzeit 8h 9h 10h 11h 12h 13h 14h 15h 16h 17h 18h 19h 20h 21h 22h
Djerba 2 2 9 3 8 4 7 9 6 10 1 6 9 9 2
Ahlbeck 5 6 4 7 6 4 5 6 3 8 5 7 6 6 5

2. Ein Psychologe fiihrt fiir das Personalbiiro von Lufthansa die Einstellungstests mit 14
Bewerbern durch. Eine der erhobenen Variablen ist der Intelligenzquotient. Berechne das
arithmetische Mittel, die Varianz und die Standardabweichung der IQ-Werte fiir dieses
Kollektiv.

Bewerber 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

IQ-Wert 93 73 77 115 111 109 100 87 123 96 100 120 97 95

3. In einer Studie tiber den Einfluss von Alkohol auf die Reaktionszeit wurden die Daten
von Probanden vor und nach dem Trinken von zwei Glasern Wein erhoben. Die Reakti-
onszeiten in msec stehen in unterer Tabelle.

a) Auf welchem Skalenniveau befinden sich die Daten?
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b) Berechne ein sinnvolles zentrales Maf3 und ein Dispersionsmal3.

¢) Unterscheiden sich die Reaktionszeiten vor und nach dem Konsum von 2 Glisern
Wein deskriptivstatistisch?

Proband 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vor 400 350 520 300 450 600 380 570 430 610
Nach 510 690 930 740 800 620 640 550 450 710

4. In einer Untersuchung soll festgestellt werden, ob ein spezielles Lesetraining die Lesefer-
tigkeiten legasthenischer Kinder so verbessert, dass sich die Verteilung dieses Merkmals
bei legasthenischen Kindern sich der Verteilung bei gesunden Kindern annéhert. Nachfol-
gend die Punktwerte in einem Lesetest legasthenischer und gesunder Kinder, aufgefiihrt
nach erfolgtem Lesetraining.

a) Stelle die Daten deskriptiv gegeniiber.

b) Kann man rein deskriptiv sagen, dass durch das Lesetraining legasthenische Kinder
genau so erfolgreich in dem Lesetest sind wie Kinder ohne Legasthenie?

Nichtlegastheniker

Proband 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Testwert 17 20 15 18 18 16 12 14 19 17 15 20
Legastheniker

Proband 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Testwert 14 16 12 10 16 20 13 9 14 13 15 8

Adenosine recep-\'|| |
fors have been
blocked, sir!

‘

WWW,.PHDCOMICS.COM
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2.3 Deskriptive Darstellungsformen

Die grafische Darstellung hilft die Lage und Verteilungsform von Daten schnell zu erfassen und
gegeniiberzustellen. Die richtige Wahl der Darstellungsform ist dabei wesentlich, da verschie-
dene Diagramme oder Plots unterschiedliche Vor- und Nachteile haben.

2.3.1 Das Histogramm

Bei einem Histogramm befinden sich auf der x-Achse die Werte oder Wertkategorien.

Auf der y-Achse befinden sich die beobachteten absoluten oder relativen Hiufigkeiten.

Wie hiufig eine bestimmte Kategorie in einem Datensatz vorkommt, wird durch Balken sym-
bolisiert (darum nennt man das Histogramm auch Balkendiagramm). Die Balken suggerieren
kategoriale Daten, doch auch metrische Daten (z.B. Daten auf Intervallniveau) konnen mit-
hilfe eines Histogramms dargestellt werden. Dafiir ist es zunédchst notwendig, Kategorien zu
bilden, die Daten den Kategorien zuzuordnen und auszuzéhlen.

Je grofler die Kategoriegrenzen gewahlt werden, desto grofer ist die Gefahr, dass relevan-
te Streuungsinformation innerhalb dieser Kategorien verloren geht. Insofern wird bei einem
Histogramm zur Darstellung von intervallskalierten Daten immer ein Kompromiss zwischen
praktischer Darstellbarkeit und Reduktion der Streuungsinformation geschlossen.

Eine sinnvolle Breite h fiir Kategorien eines Datensatzes ldsst sich mithilfe der Freedman-
Diaconis Regel ausrechnen, welche die Streuung der Daten mithilfe der Quartilwerte bertick-
sichtigt:

_2:(Q3-Q)

h
yn

(2.13)

Beispiel:

Folgende Daten sollen mithilfe eines Histogramms grafisch veranschaulicht werden:

X7 Xp X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9 X0 X331 X122 Xi3 X34 X35 Xp6

X17

2,1 0,2 32 3,6 43 47 48 51 63 64 66 66 70 74 7,6 79

8,2

Die Grenze des ersten Quartils der Datenreihe liegt zwischen dem 4. und 5. Datenpunkt.
Die Grenze des zweiten Quartils zwischen dem 13. und 14. Datenpunkt. Daraus ergibt sich:
Q=223 =3 95und Q; = 2424 =72,

Nach der Freedman-Diaconis Regel errechnet sich folgende optimale Kategorienbreite:

2-(7,2—-3,95)

h= Y 2, 5
17

Mithilfe der unteren Haufigkeitstabelle lasst sich das Histogramm zeichnen (siehe Abbildung

2.5).

Alternativ zu absoluten Haufigkeiten (wie in Abbildung 2.5) wire es auch moglich und sinn-

voll, relative oder prozentuale Haufigkeiten auf der Ordinate abzutragen (siehe rechte Spalte

in der Haufigkeitstabelle).
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Kategorie Haufigkeit relative Haufigkeit

-2,5-0 1 1+17=0,059
0-25 1 1+-17=0,059
2,5-5 5 5+17=0,294
5-7,5 7 7+-17=0,412
7,5-10 3 3+17=0,176
~ 5
© 4
o
o
3 ™
T
~
o
-25 00 25 50 75 100
Kategorien

Abbildung 2.5: Histogramm mit absoluten Haufigkeiten

2.3.2 Der Stem und Leaf Plot

Der Stem und Leaf Plot eignet sich, um Haufigkeitsverteilungen von Merkmalsausprédgungen
zwischen zwei Gruppen oder Bedingungen zu vergleichen. Der Plot besteht aus drei Spalten.
In der mittleren Spalte (dem ,Stamm‘) befinden sich die Kategorien. In den Spalten links und
rechts davon werden die Daten (die ,Blétter* des Stamms) je nach Kategorienzugehorigkeit in
die jeweilige Zeile eingetragen.

Beispiel:

Die unteren zwei Datenreihen sollen mit einem Stem und Leaf Plot verglichen werden.

X7 X3 X3 X4 X5 X Xy Xg X9 Xj9 X171 X122 X33 X34 X35 X136  Xyy

59 61 59 63 57 61 46 63 58 56 72 54 45 57 57 72 66

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Ys Yo VYo Y1 Yi2 Yz Y4 Yis Yie V17
55 39 45 51 47 55 52 51 61 47 53 46 59 51 63 59 45
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Der Stem und Leaf Plot fiir eine Kategoriengrof3e von 10 wiirde wie folgt aussehen:

Datensatz x | Kategorie | Datensatz y
22 7
63311 6 13
99877764 5 111235599
65 4 55677
3 9

Die zweite Dezimalzahl wurde bei den Kategorien (Stamm) weggelassen, wahrend bei den
Zahlen (Blétter) die erste Dezimalstelle weggelassen wurde. Der Plot liest sich dadurch wie
folgt: In der Kategorie 4 (Werte von 40-49) befinden sich zum Beispiel das Datum 45 und 46
im Datensatz x, im Datensatz y die Daten 45, 45, 46, 47 und 47.

Der Vorteil des Stem und Leaf Plots ist, dass man zwei Stichproben in ihrer Haufigkeitsvertei-
lung direkt vergleichen kann. Im oberen Stem und Leaf Plot sieht man, dass in Datensatz x
tendenziell die Daten eher rechtsschief sind, wihrend die Daten des Datensatz y eher rechtss-
teil sind (sofern man die rechte Verteilung auf die linke spiegelt).

2.3.3 Der Box-Whisker Plot

Der Box-Whisker Plot besteht aus einer Box, welche den Bereich der mittleren 50% der Werte
symbolisiert und von der ersten Quartilgrenze bis zur dritten Quartilgrenze reicht. Innerhalb
dieser Box wird der Median, mithilfe einer horizontalen Linie, dargestellt.

Des weiteren besteht der Box-Whisker Plot aus den Whiskern (engl.: Schnurrhaare). Die Whis-
kerldnge betrdgt maximal 11/2 mal dem IQR-Bereich. Der maximale und minimale Whisker-
wert errechnet sich folgendermal3en:

maximal kleinster Whiskerwert =Q; — (IQR - 1,5) (2.149)
maximal grofSter Whiskerwert = Q5 + (IQR-1,5) (2.15)

Ist der ausgerechnete Wert in der Datenreihe nicht enthalten, so nimmt man den néchst néihe-
ren. Bei dem oberen Whisker wird der néchst niedrigere und beim unteren Whisker der nachst
hohere Wert genommen. Werte die aul3erhalb des Whiskerbereichs liegen, werden separat als
Punkte eingezeichnet und damit als AusreiBer symbolisiert.

Der Box-Whisker Plot geht auf den amerikanischen Statistiker John W. Tukey zuriick.

Beispiel:

Die Daten aus obigem Beispiel lassen sich auch mithilfe eines Box-Whisker Plots veranschauli-
chen. Dafiir benétigt man vier Kennwerte je Datenreihe: Den Median, den IQR, den Q1- und
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den Q3-Wert. Fiir Datensatz x errechnen sich die Werte folgendermal3en:

17+1
Mdort:1—7:9 Md:59
8+1 56 4+ 57
Ql(ort) = T =4,5 Q1 = = 56,5
8+1 63+ 63
Q3(ort) == T-l-Md == 13,5 Q3 = 9 :63

IQR=63-56,5=6,5
maximal kleinster Whiskerwert = 56,5 — (6,5-1,5) = 46,75
maximal grofiter Whiskerwert = 63 + (6,5-1,5) = 72,75

Da der untere, errechnete Whiskerwert in der Datenreihe nicht vorkommt, nimmt man den
nichst hoheren, in diesem Fall 54. Auch der obere errechnete Whiskerwert kommt in der
Datenreihe nicht vor. Also entscheidet man sich fiir den nachst niedrigeren Wert 72.

Auf die selbe Weise lassen sich die Kennwerte fiir Datensequenz y errechnen und die Boxplots
wie in Abbildung 2.6 zeichnen.

40 45 50 55 60 65 70 75

/1
Datensatz x Datensatz y

Abbildung 2.6: Boxplots fiir die Beispieldaten aus 2.3.2

2.3.4 Der Mittelwertsplot

Beim Mittelwertsplot wird der Mittelwert als Punkt in ein Diagramm eingezeichnet. Ober- und
unterhalb des Mittelwertes werden vertikale Linien (Residuen) eingezeichnet. Diese Linien
symbolisieren die Streuung der Daten und entsprechen dem Abstand von einer Standardab-
weichung oberhalb und einer Standardabweichung unterhalb des arithmetischen Mittels der
Daten. Statt der Standardabweichung wird auch oft der sog. Standardfehler des Mittelwer-
tes als Ober- und Untergrenze der Residuen eingesetzt (zum Standardfehler des Mittelwertes:
siehe Kapitel 4).
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Beispiel:

Aus den Daten von oben (siehe 2.3.2) errechnet sich fiir Datensatz x der Mittelwert X = 59, 18
und eine Standardabweichung von s = 7,24. Damit reicht das obere Residuum bis zum Wert
X +s = 66,42 und das untere Residuum bis zum Wert X —s = 51, 94.

In Abbildung 2.7 ist ein Mittelwertsplot fiir beide Datensequenzen dargestellt.

70

60 65
—_

50
.

45

40

Datensatz x Datensatz y

Abbildung 2.7: Mittelwertsplots fiir die Beispieldaten aus 2.3.2

Der Mittelwertsplot eignet sich fiir anndhernd normalverteilte intervallskalierte Daten, wéh-
rend der Box-Whisker Plot auch ordinalskalierte oder schiefverteilte Daten gut abbilden kann.
Bei multimodalen Verteilungen (also Verteilungen, die mehr als einen Gipfel besitzen) ist we-
der der Box-Whisker Plot noch der Mittelwertsplot zur Darstellung der Daten geeignet. Statt-
dessen konnen Daten, die eine multimodale Verteilung aufweisen, gut durch ein Histogramm
dargestellt werden.
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2.C Aufgaben
inhaltliche Aufgaben

1. In welche Darstellungsform gehen die meisten Informationen iiber einen Datensatz ein?

2. Vergleiche Abbildung 2.6 mit Abbildung 2.7. Was kann man iiber die Verteilung der
Daten an den Boxplots ablesen, was bei den Mittelwertsplots verloren geht?

3. Warum ist der Boxplot fiir multimodale (mehrgipflige) Verteilungen nicht geeignet?
4. Ab wann gelten Daten als Ausrei3er bei einem Box-Whisker Plot?

5. Alternativ zur Freedman-Diaconis Regel lésst sich iiber die Sturgess-Regel die Anzahl der
Balken k fiir ein Histogramm berechnen:

k=1+43,3-In(n) (2.16)

Vergleiche die Formel mit der von Freedman und Diaconis. Was ist der Nachteil der
Sturgess-Regel und warum sollte man deswegen die Freedman-Diaconis Regel verwen-
den?

praktische Aufgaben

1. In einem Experiment soll untersucht werden, ob das subjektive Schmerzempfinden von
Aufmerksamkeitsprozessen beeinflusst wird. Zwei Gruppen von Probanden wurden elek-
trische Schlédge verabreicht, die in ihrer Intensitét stufenweise erhoht wurden. Die eine
Gruppe wurde durch ein Video abgelenkt, wahrend die andere Gruppe instruiert wurde
dem Schmerz Aufmerksamkeit zu schenken. Aufgezeichnet wurde die Anzahl an Elek-
troschocks, die ein Proband aushielt, bevor er dufSerte, dass ihm weitere elektrischen
Schldge zu unangenehm seien und damit das Experiment beendete.

Die Ergebnisse sind unten tabellarisch aufgefiihrt.

ohne Ablenkung

Proband 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Anzahl 7 1 6 11 4 3 5 3 4 3 5 4 6 3

mit Ablenkung

Proband 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
Anzahl 6 6 3 7 10 8 8 10 9 7 7 5 10 8

a) Vergleiche die Gruppen mithilfe eines Box-Whisker Plots und eines Mittelwertsplots.
b) Welche Darstellungsweise hiltst du am angebrachtesten fiir die Daten? Warum?

c) Lasst sich rein deskriptiv sagen, dass Schmerzempfindung durch Aufmerksamkeit
moduliert wird?
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2. Laut einer Theorie aus der Gedichtnispsychologie erinnert man gelerntes Material dann
besser, wenn man sich in der selben emotionalen Verfassung befindet, wie zu der Zeit in
der man das Material abgespeichert hat.

Dies soll experimentell {iberpriift werden. Zwei Probandengruppen wird ein lustiger
Filmausschnitt gezeigt. Anschlieend sollen sie eine Reihe von sinnlosen Silben lernen.
Nach 24 Stunden wird der einen Gruppe (Gruppe 1) wieder ein lustiger, der anderen
(Gruppe 2) dagegen ein trauriger Filmausschnitt gezeigt. Danach werden die Proban-
den gebeten, alle Silben, an die sie sich erinnern konnen aufzusagen.

Die Ergebnisse (Anzahl richtig erinnerter Silben) sind fiir die zwei Gruppen unten tabel-
larisch aufgefiihrt.

Gruppe 1

Proband 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Silben 5 9 14 8 11 7 12 12 9 8 11 11 8 9 10
Gruppe 2

Proband 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Silben 0 7 12 11 4 4 6 7 10 12 8 5 10 14 9

a) Auf welchem Skalenniveau befinden sich die Daten?
b) Wiahle eine geeignete Darstellungsform, um die zwei Gruppen gegeniiberzustellen.
c) Belegen die Daten (rein deskriptiv) die Theorie?

3. Berechne Median und IQR fiir die unten in dem Histogramm dargestellten Daten.

Haufigkeit
2

0 2 4 6 8 10
Kategorien
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2.4 Kovarianz, Korrelation und Regression

Angenommen man will untersuchen, ob Arbeitnehmer, die sich mit ihrer Organisation identi-
fizieren, eine hohere Arbeitszufriedenheit aufweisen, als solche, die dies nicht tun. Um diese
Frage zu beantworten, konnte man eine Gruppe von Arbeitnehmern, die sich nicht mit ih-
rer Organisation identifizieren, nach ihrer Arbeitszufriedenheit befragen und den Mittelwert
dieser Gruppe mit dem Mittelwert einer anderen Gruppe von Arbeitnehmern vergleichen, die
dagegen angeben sich mit ihrer Organisation zu identifizieren.

Was man gemessen hitte, wire Arbeitszufriedenheit auf intervallskalenniveau (z.B. durch ei-
ne Ratingskala von O fiir ,nicht zufrieden‘ bis 9 fiir ,sehr zufrieden‘) und Identifikation auf
Nominalniveau (Identifikation: ja / nein).

Ein anderer Ansatz wire, auch den Grad an Identifikation mit einem Unternehmen exakter zu
messen (z.B. wiederum mit einer Ratingskala von O - keine Identifikation‘ bis 9 - ;sehr hohe
Identifikation®). Damit hatte man die Auspragungen der zwei Merkmale auf Intervallskalenni-
veau abgebildet.

Nun wiirde man nicht mehr nach dem Unterschied, sondern nach dem Zusammenhang dieser
beiden Variablen (Arbeitszufriedenheit und Identifikationsgrad) fragen.

2.4.1 Kovarianz

Um die Gemeinsamkeit von zwei Variablen zu bestimmen, kann man dessen Kovarianz (kurz:
cov oder s, ) errechnen. Die Kovarianz ist die gemeinsame Varianz, also ein Mal$ dafiir, wie
sehr die eine Variable mit der anderen Variable kovariiert.

Die Kovarianz errechnet sich tiber:

i(xi -x)-(yi—¥)

i=1

cov(x,y) =8y, = (2.17)

n

Die Kovarianzformel ist d&hnlich aufgebaut wie die Varianzformel (siehe Formel 2.10). Statt die
Abweichung eines Wertes vom Mittelwert mit sich selbst zu multiplizieren, wird bei der Kovari-
anzberechnung die Abweichung eines Datenpunktes x; vom Mittelwert X mit der Abweichung
eines Datenpunktes y; vom Mittelwert ¥ multipliziert.

Die Kovarianz kann im Gegensatz zur Varianz auch einen negativen Wert annehmen.

2.4.2 Korrelation

Mithilfe der Kovarianz kann man schwer einschétzen, ob zwei Merkmalsauspragungen oder
Datenreihen stark oder schwach kovariieren. Dies liegt an der unterschiedlichen Gréf3e der
Abweichungen, die in die Formel eingehen, wenn zwei Variablen unterschiedlich stark streuen
(also unterschiedlich grof3e Varianzen besitzen).

Angenommen man will den Zusammenhang von Gré3e und Gewicht errechnen und man hat
diese beiden Merkmale an sieben Personen gemessen. Aus den Daten in der unten stehenden
Tabelle kann man ablesen, dass das Gewicht eine héhere Varianz aufweist als die Groe. Man
kann allerdings nicht sagen, das Merkmal Gewicht streut zwischen den Personen mehr als
die Grofle. Der Unterschied entsteht stattdessen aufgrund der unterschiedlichen Skalierung
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der beiden Merkmale. Wihrend ein Unterschied von 0,1m ein enormer Zuwachs auf der Ska-
la ,GroRe* ist, entspricht ein Zuwachs von 0,1kg dagegen einer sehr kleine Anderung in der
Merkmalsauspriagung auf der Gewichtsskala.

Aufgrund dieser unterschiedlichen Skalierung ist die Varianz zwischen den beiden Variablen
nicht vergleichbar. Genauso ist die Kovarianz, also die gemeinsame Varianz schwer zu inter-
pretieren. Sie muss erst normiert werden.

Proband i Grofe x; (inm) Gewicht y; (inkg) (x; —x)-(y; —¥)

1 1,8 77 0,416
2 1,75 78 0,249
3 1,72 70 -0,047
4 1,71 75 0,016
5 1,69 71 0,022
6 1,65 69 0,196
7 1,6 69 0,382
x=1,70 y=7271
s? =0,0036 s2=12,78 Sxy =0,1765

Dies erreicht man, indem man die Produkt-Moment-Korrelation (kurz r oder cor) ausrechnet,
die auf den britischen Mathematiker Karl Pearson zuriickgeht und zur Berechnung des relati-
ven Zusammenhangs zweier, mindestens intervallskalierter, Variablen benutzt wird.

=

1
n
L

n n
=DNCTEE I EDNC NI
i=1 i=1

1(Xi—5f)'(yl'—}_’)

cor(x,y)= Ty = (2.18)

In der Formel wird die Kovarianz von x und y an dem Produkt der Standardabweichung von x
und y relativiert:
_cov(x,y)

cor(x,y)=ryy, = R (2.19)
x Oy

Die Kovarianz kann nie grofer sein als das Produkt der Standardabweichungen der beiden
einzelnen Variablen. Sie kann maximal genau so grof® sein wie das Produkt der Standardab-
weichung.

r kann also nie grofer als 1 werden.

Dies macht den Korrelationskoeffizienten interpretierbarer als die Kovarianz: Je néher der Kor-
relationskoeffizient an 1, desto grofler bzw. enger ist der Zusammenhang. Fiir die Daten aus
obiger Tabelle errechnet sich eine Korrelation von r = 0, 82. Dies deutet auf einen Zusammen-
hang der Form: je grof3er desto schwerer hin.

Die Kovarianz kann allerdings auch einen negativen Wert annehmen. Dadurch wird auch der
Korrelationskoeffizient negativ (mit einem Minimum von -1). Eine negative Korrelation deutet
auf einen negativen Zusammenhang der Form ,je groRer Merkmalsauspragung x, desto kleiner
Merkmalsauspriagung y“ (oder umgekehrt) hin.
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Determinationskoeffizient

Quadriert man eine Korrelation, erhélt man den Determinationskoeffizienten. Dieser gibt,
wenn man ihn mit 100 multipliziert, Auskunft {iber den prozentualen Anteil gemeinsamer
Varianz. Der Determinationskoeffizient des Zusammenhangs zwischen Grofde und Gewicht be-
tragt: r2 = 0,822 = 0,668. Das bedeutet 66,8% der Varianz der einen Variable l4sst sich durch
die Varianz der anderen Variable erkldren. Die Information, wie grof8 jemand ist steckt al-
so, zum gewissen Teil, in der Information wie viel jemand wiegt (redundante Information).
33,2% sind dagegen Rest- oder Eigenvarianz, die nicht durch die jeweilige andere Variable
erklart werden kann. Daher wird sie auch der Anteil an Fehlervarianz genannt.

In Abbildung 2.8 ist der Zusammenhang von Korrelations- und Determinationskoeffizient auf-
gezeichnet. Der Determinationskoeffizient ist verhéltnisskaliert: Ein Determinationskoeffizient
von r2 = 0,6 entspricht doppelt so viel erklirter Varianz gegeniiber einem Determinationsko-
effizient von r? = 0, 3.

Bei dem Korrelationskoeffizient ist dies nicht so, wie man an dem Verlauf der Kurve in Abbil-
dung 2.8 ablesen kann. Die Intervalle des Korrelationskoeffizienten sind nicht d4quidistant: Eine
Korrelation von r =, 6 entspricht nicht einem doppelt so groffen Zusammenhang, im Vergleich
zu einer Korrelation von r =, 3.

1.0

Determinationskoeffizient
0.4

Q
o

10 -05 00 05 10

Korrelationskoeffizient

Abbildung 2.8: Zusammenhang von Korrelations- und Determinationskoeffizient

2.4.3 Regression

Der Zusammenhang von zwei stetigen Datenreihen lasst sich auch grafisch darstellen, mit
einem so genannten Streudiagramm. Die Daten von oben (Grofse und Gewicht) sind in Abbil-
dung 2.9 dargestellt.

Anhand des Diagramms kann man ablesen, dass es sich bei den beiden Variablen Grée und
Gewicht hochstwahrscheinlich um eine lineare Beziehung handelt; Die x-Werte steigen mit
denen der y-Werte geradlinig an.

Es ist jedoch nicht méglich eine Linie zu finden, die durch alle Punkte in dem Streudiagramm
fiihrt. Stattdessen streuen die Daten unsystematisch in die eine oder andere Richtung.
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Gewicht
66 68 70 72 74 76 78 80

1.55 1.65 1.75 1.85
Grofe

Abbildung 2.9: Streudiagramm der Daten aus 2.4.2

Die Daten lassen sich also nicht perfekt durch eine lineare Gleichung beschreiben. Man kann
allerdings versuchen eine lineare Modellgleichung zu finden, welche die Datenstruktur best-
moglich beschreibt und wiedergibt. Als Modellgleichung stellen wir auf:

y=bx+a (2.20)

Die Parameter b und a sind in unserem Modell zundchst unbekannt. Wir stehen also vor der
Herausforderung diese beiden Parameter bestmoglich zu schitzen.

Eine Methode der bestmdglichen Anpassung (sog. fitting?) einer Modellgleichung und des-
sen Parameter an die empirischen Daten ist die von dem Mathematiker Carl Friedrich Gauf3
erdachte Methode der kleinsten Quadrate (engl.: Least Squares Method).

Gauld machte dabei vor allem Annahmen tiber die nicht erklarbare Streuung: angenommen
GrofSe und Gewicht hangen linear miteinander zusammen (Modellannahme). Diese lineare Be-
ziehung ist aber {iberlagert von einer Eigenstreuung der Variablen, die nicht durch die jeweils
andere Variable erklart werden kann. Diese Eigenstreuung (die so genannte ,Fehlervarianz®,
da sie nicht durch das Modell erklart wird) kann viele Griinde haben. In unserem Fall kann
das Gewicht auch mit Erndhrungsgewohnheiten, Genen, Alter etc. zusammenhdngen, genau
wie die Grof3e durch viele andere denkbare Variablen mit beeinflusst wird.

Wir gehen nun davon aus, dass diese Drittvariablen (bestimmte Gensequenzen, Erndhrungs-
gewohnheiten etc.) in ihrer Auspréagung zufillig und unsystematisch auf die Personen verteilt
sind. Die denkbaren Drittvariablen haben also einen Einfluss auf Gewicht und Gréf3e und sto-
ren damit den linearen Zusammenhang. Dieser Einfluss, und das ist die zentrale Annahme der
Methode der kleinsten Quadrate, ist iber die Gewichts- und GréfSenstufen aber unsystematisch
und zufillig.

Mithilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie kann man nun nachweisen, dass diese Fehlstreuung,
sofern sie tatsdchlich unsystematisch ist, anndhernd normalverteilt ist und einen Mittelwert
bzw. Erwartungswert von 0O besitzt. Trifft dies zu, so kann man mithilfe der Methode der kleins-
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ten Quadrate eine Modellgleichung finden, die die Daten bestmoglich reprasentiert. Bestmog-
lich bedeutet, dass die Summe der quadrierten Abweichungen der empirischen Werte von den,
von der Modellgleichung vorhergesagten, Werten ein Minimum ergibt.

Dies entspricht der Logik des Mittelwerts, bezogen auf einen zweidimensionalen Raum.

Die Parameter der linearen Gleichung werden durch folgende Formeln geschétzt:

20 =x)- (i = 7)
p— =] = (2.21)

n 82
2. (x; — x)? X
i=1

a=§—b-% (2.22)

Der Steigungsparameter b (engl. slope) errechnet sich also iiber die Kovarianz von x und vy,
relativiert an der Varianz von x.

Die Konstante a (engl. intercept) reprasentiert den Schneidepunkt der y-Achse der errechneten
Modellgeraden und ergibt sich aus der Differenz des Mittelwerts von y und des durch den
Steigungsparameter b gewichteten Mittelwerts von x.

Fiir die Beispieldaten von oben errechnen sich die Modellparameter folgendermalf3en:

_0,1765
~0,0036
a=72,71—-49,03-1,70 = —10, 64

49,03

Die Modellgleichung sieht also wie folgt aus:
¥y =49,03-x —10,64

Das Dach auf dem y gibt an, dass dieser Wert mit der Modellgleichung geschitzt wird. y ist
also der geschétzte oder vorhergesagte Wert und ist nicht zu verwechseln mit einem empirisch-
gemessenen Wert.

In Abbildung 2.10 ist das Streudiagramm zusammen mit der Modellgeraden dargestellt. Die
Regressionsgerade verlduft so durch die Punktwolke, dass die Summe der quadrierten Abwei-
chungen der empirischen y-Werte von den, durch die Modellgerade vorhergesagten y-Werten,
ein Minimum ergeben.

D i - y)? =Min. (2.23)
i=1
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Gewicht
66 68 70 72 74 76 78 80

1.55 1.65 1.75 1.85
Grofe

Abbildung 2.10: Streudiagramm der Daten aus 2.4.2 mit Regressionsgerade

2.4.4 Zusammenhang von Korrelation und Regression

Mithilfe einer Regressionsgeraden lassen sich auch Vorhersagen machen fiir Merkmalsauspra-
gungen, die man nicht empirisch erhoben hat. So kann man errechnen, dass nach der Regres-
sionsgleichung des Grolse-Gewichtsbeispiels eine Person, die zwei Meter grol$ ist, schiatzungs-
weise 87,42 Kilogramm wiegt.

Die Vorhersagegenauigkeit mit solchen Modellgleichungen hangt vor allem davon ab, wie sehr
der Zusammenhang der beiden Variablen von Stérvarianz {iberlagert ist bzw. umgekehrt: wie
grof® der Anteil der gemeinsamen Varianz und die Korrelation ist.

®)

Abbildung 2.11: simulierte Daten von jeweils n=700 mit (a) aufsteigend, positiven und (b)
negativen Korrelationen und geschétzten Regressionsgeraden

Anhand Abbildung 2.11 l&sst sich erahnen, wie die Vorhersagesicherheit mit groer werden-
der Korrelation r wird. Bei einem perfekten Zusammenhang (r=1) liegen alle empirischen
Messpunkte auf der theoretischen Modelllinie.
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Standardschatzfehler

Errechnet man eine Regressionsgerade, so lédsst sich die Varianz der abhingigen Variable y
(also jener Variable, deren Werte man durch die andere Variable vorhersagen will) in einen
Anteil erklarte Varianz und einen Anteil an Varianz, der nicht durch die Regressionsgerade
(bzw. die Varianz von x) erkldrt werden kann, zerlegen.

Es gilt:

Gesamtvarianz von y = erklarte Varianz 4 Fehlervarianz (2.24)

2_2,.2
sy, =55 +s; (2.25)

20i—9? 20—y 20— 3
i=1 _ i=1 + i=1 (2.26)
n n n

Die Fehler- oder Restvarianz 53 lasst sich auch tiber den Korrelationskoeffizienten errechnen:

2_ 2 2
S sy - (1- rxy) (2.27)

e —

Die Wurzel aus der Fehlervarianz wird Standardschéatzfehler genannt. Der Standardschétzfeh-
ler ist die Standardabweichung der Residuen, also der Restvarianz. Er dient als Maf fiir die
Genauigkeit einer Vorhersage mithilfe einer Regressionsgeraden. Je kleiner s,, desto genauer
die Vorhersage.

__Zn;(yl' — 71

n

sezsy-,/(l—rfy)z

(2.28)

AusreiBerempfindlichkeit

Genau wie der Mittelwert ist auch die Korrelation und die Regressionsanalyse aufgrund der
Methode der kleinsten Quadrate empfindlich gegeniiber Ausreiflern. Fiir die Praxis bedeutet
dies, dass man sich bei kleinen Stichproben die Daten zunéchst mithilfe eines Streudiagramm
veranschaulichen lassen sollte, um moglichen Verzerrungen der Regressionsgerade oder der
Korrelation, durch Ausreif3er vorbeugen zu kénnen.

2.4.5 Voraussetzungen der Korrelations- und Regressionsanalyse

Die oben beschriebene Produkt-Moment-Korrelation geht von der Aquidistanz der Skalen aus.
Daher miissen die Daten auf Intervallskalenniveau vorliegen. Bei Verletzung dieser Vorraus-
setzung sollte man die Gemeinsamkeit zweier Variablen mit anderen Verfahren, wie z.B. mit
der Rangkorrelation nach Spearman, errechnen, bei der die Daten lediglich auf Ordinalniveau
vorliegen miissen.

Des Weiteren wird ein linearer Zusammenhang von den Variablen x und y vorausgesetzt.
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Es ist jedoch vorstellbar, dass stattdessen beispielsweise ein exponentieller Zusammenhang
zwischen den beiden Variablen besteht. Bei einem solchen Fall unterschétzt der Korrelations-
koeffizient den wahren Zusammenhang der beiden Variablen und auch die Regressionsanalyse,
wie oben beschrieben, wird die Daten nicht gut abbilden kénnen und bei der Vorhersage von
nicht gemessenen Merkmalsausprédgungen zu falschen Ergebnissen kommen.

Insofern ist es wichtig, sich zunéchst inhaltlich zu {iberlegen, in welcher Form die beiden Va-
riablen zusammenhéngen konnten. Anschlieend sollte man sich empirische Datensétze im-
mer mithilfe eines Streudiagramms veranschaulichen, um dann einschitzen zu kénnen, ob es
sinnvoll ist einen linearen Zusammenhang zu vermuten und dementsprechend die Regressi-
onsanalyse und die Korrelation, wie oben beschrieben, zu berechnen.

Eine weitere Vorraussetzung fiir eine moglichst fehlerfreie Berechnung von Korrelationskoeffi-
zienten und Regressionsparametern ist die Homoskedastizitdt der Residuen bzw. der Fehlerva-
rianz.

Unter Homoskedastizitdt versteht man die Varianzhomogenitidt der Residuen. Genauer: Der
durchschnittliche Abstand von dem durch die Regressionsanalyse vorhergesagten Wert ¥ von
dem gemessenen Wert y; sollte, iiber die Stufen von x hinweg, konstant grof? bleiben.

@ (b)

Abbildung 2.12: simulierte Daten von jeweils n=700 mit (a) Varianzhomogenitét der Fehler
(Homoskedastizitdt) und (b) Varianzheterogenitit der Fehler (Heteroskedas-
tizitit)

In Abbildung 2.12 sind Datensétze dargestellt, bei denen in 2.12.a die Fehlervarianz iiber die
Stufen von x konstant bleibt, wahrend bei 2.12.b mit wachsender x-Auspragung die Residual-
varianz zunimmt.

Wiirde man nun einen Korrelationskoeffizienten der Daten aus 2.12.b berechnen, wiére dieser
Koeffizient wenig reprasentativ fiir den tatsichlichen Zusammenhang, da dieser bei steigender
Merkmalsauspragung geringer wird, also nicht konstant bleibt, wie es ein einzelner Koeffizient
allerdings suggerieren wiirde.
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2.D Aufgaben

inhaltliche Aufgaben

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Was ist der Unterschied zwischen der Regressionsanalyse und der Korrelationsanalyse?

Wie hangen Korrelations- und Regressionsanalyse zusammen?

. Was ist der Unterschied zwischen Kovarianz und Korrelation?

Welche Vorraussetzungen miissen erfiillt sein, damit man sicher sein kann, dass der Kor-
relationskoeffizient nach Pearson den tatséchlichen Zusammenhang der Daten repréasen-
tiert? Welche Bedingungen stellt die Regressionsanalyse an die Daten?

. Welche Methode wird bei der Regressionsanalyse verwendet? Welche Voraussetzungen

und welchen Nachteil hat diese Methode?

Warum sollte man vor jeder Korrelations- und Regressionsanalyse sich die Daten mithilfe
eines Streudiagramms veranschaulichen?

Was ist die Fehler-, was die erklarte Varianz?

. Was ist der Standardschéatzfehler und wozu dient er?

. Durch was ist die Steigung einer Regressionsgerade definiert?

Kann man anhand der Steigung einer Regressionsgerade die Grof3e des Zusammenhangs
von zwei Variablen ablesen?

Angenommen man will mithilfe einer Regressionsgleichung eine Vorhersage machen.
Wie kann man die Genauigkeit der Schitzung mithilfe des Standardschéatzfehlers erho-
hen?

Wie konnte man den Zusammenhang bei bivariaten Daten mit Heteroskedastizitdt ad-
dquat charakterisieren?

Kann man bei korrelierten Daten auf die kausale Struktur zweier Variablen mithilfe des
Korrelationskoeffizienten schlieRen?

In der Regressionsanalyse wird die x-Variable auch unabhéngige oder Pradiktorvariable
genannt; die y-Variable dagegen abhéngige bzw. Kriteriumsvariable. Bei welcher Art von
Zusammenhéngen sind diese Bezeichnungen sinnvoll? Bei welchen nicht?

Warum miissen Variablen fiir die Berechnung der Pearson-Produkt-Moment-Korrelation
intervallskaliert sein?

Uberlege dir zwei Merkmale, die woméglich linear miteinander zusammenhéngen. Uber-
lege dir zwei Merkmale, bei denen ein quadratischer Zusammenhang vorliegt.

Angenommen bei zwei Merkmalen liegt ein quadratischer Zusammenhang vor. Wie kdnn-
te man den Zusammenhang dieser zwei Variablen addquat berechnen?
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18. Welchen Wert wiirde man bei einer Ausprégung x; fiir y; vorhersagen, wenn eine Korre-
lation von r = 0 zwischen den beiden Variablen besteht?

19. Angenommen zwei Variablen kovariieren mit s,, = 0,64. Beide Variablen haben eine
Standardabweichung von 1 und einen Mittelwert von 0. Wie groR ist der b-Koeffizient
der Regressionsgeraden? Wie grof3 ist a?

praktische Aufgaben

1. Eine Erziehungsanstalt fiir schwer erziehbare Kinder hat bisher immer mit Bestrafung als
Motivationsmittel gearbeitet. Der Leiter der Anstalt hat letztes Wochenende zum ersten
Mal seit 20 Jahren an einem Fortbildungsseminar teilgenommen. Dort hat er gehort,
dass sich Bestrafung auf das Verhalten von Kindern eher negativ auswirken kann. Er
mag es kaum glauben! All die Jahre ein falsches Konzept?

Er beauftragt einen Psychologen, der herausfinden soll, ob die Kinder, die mehr bestraft
werden, tatsdchlich weniger sozial handeln. Die Bestrafung ist hier ausgedriickt in Stun-
den entzogener Freiheit, die Kriteriumsvariable ist die Anzahl an sozialen Handlungen

pro Tag.
X y
Prb Nr (Bestrafung) (Sozialverhalten)

1 10 0
2 7 2
3 1 8
4 9 1
5 2 7
6 6 4
7 3 6
8 4 6

a) Stelle die Daten mit einem Streudiagramm dar.

b) Wie hoch ist der Zusammenhang zwischen Bestrafung und Sozialverhalten?

¢) Bestimme die Regressionsgleichung und zeichne sie in das Streudiagramm ein.

d) Welchen Wert fiir die Variable Sozialverhalten wiirde man einem Kind vorhersagen,
dass mit fiinf Stunden Freiheitsentzug bestraft wurde?

e) Berechne den Standardschéitzfehler und beurteile, wie verldsslich die Vorhersage
ist.

2. In der Sauglingsforschung wollen Psychologen untersuchen, ob das Interesse fiir grofe,
weilR-schwarz gescheckte Kaninchen mit dem Lebensalter wichst.

Unten in der Tabelle sind die Daten aufgefiihrt, die zur Beantwortung dieser Frage er-
hoben wurden. Die unabhéngige Variable ist das Lebensalter der Kinder (ausgedriickt in
Wochen), die abhingige Variable ist das Interesse fiir grof3e, schwarz-weif} gescheckte
Kaninchen (ausgedriickt in Minuten pro Tag, in denen ein Kind das Kaninchen betrachtet
hat oder versucht hat, Kontakt zu ihm aufzunehmen).
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X y
Prb Nr (Alter in Wochen) (Interesse in min)
1 31 15
2 100 80
3 67 35
4 46 47
5 85 75

a) Kann man einen solchen Zusammenhang (je élter, desto mehr Interesse am Kanin-
chen) anhand eines bivariaten Streudiagramms annehmen?

b) Bestimme die Regressionsgleichung und zeichne sie in das Streudiagramm ein.

¢) Wo sieht man in diesem Streudiagramm die erzielten Werte y;, die vorhergesagten
Werte y; und die Vorhersagefehler y; — ¥;?

d) Welchen y-Wert wiirde man einem Kind laut der Daten aus Aufgabe 4 vorhersagen,
dass 99 Wochen alt ist?

e) Welches Alter wiirde man einem Kind vorhersagen, dass 130 Minuten auf das Ka-
ninchen schaut?

f) Berechne den Standardschitzfehler und beurteile, wie verlésslich die Vorhersagen
sind.
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Stochastik

3.1 Wozu Stochastik?

Stochastik oder Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die Grundlage fiir die Inferenzstatistik. Mit-
hilfe der Methoden der Inferenzstatistik (oder schlieSende Statistik) versucht man herauszu-
finden ob ein Unterschied oder ein Zusammenhang, den man in einer Stichprobe gefunden
hat, rein zuféllig zustande gekommen ist oder ob dieser Unterschied bzw. Zusammenhang
statistisch signifikant (von lat. bedeutsam) ist.

Angenommen man will iiberpriifen, ob Frauen bei mentalen Rotationsaufgaben schlechter ab-
schneiden als Médnner. Bei mentalen Rotationsaufgaben geht es darum, eine dreidimensionale
Figur in Gedanken um einen gewissen Winkel zu drehen und anschlieend aus verschiedenen
Alternativen die richtige Losung auszuwéhlen.

Man koénnte nun zehn solcher Aufgaben zusammenstellen und diese einer Frau und einem
Mann vorlegen. Wahrend die Frau nur sechs der Aufgaben korrekt 16st, schafft es der mannli-
che Proband acht der Aufgaben zu losen.

Ist damit die Hypothese bestitigt, dass Manner bei Aufgaben der Raumkognition besser ab-
schneiden als Frauen? Intuitiv wiirde man dem widersprechen; Das Ergebnis konnte rein zu-
fallig entstanden sein.

Angenommen statt nur einer Frau und einem Mann testet man 15 weibliche und 15 méannliche
Probanden. Wihrend die Gruppe der mannlichen Probanden im Mittel sieben Aufgaben 16st bei
einer Standardabweichung von zwei, 16sen die weiblichen Probanden im Mittel fiinf Aufgaben
bei einer Standardabweichung von drei.

Ist damit die Hypothese bestitigt, dass Manner bei Aufgaben der Raumkognition besser ab-
schneiden als Frauen? Die Frage, die man sich hierbei stellen muss ist: Wie grol? ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass solch ein Ergebnis zustande kommt, wenn in Wirklichkeit kein Unterschied
zwischen den Geschlechtern besteht?

Um diese Frage zu beantworten, sind Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie essentiell.

3.2 Das Zufallsexperiment

Unter einem Zufallsexperiment versteht man einen beliebig oft wiederholbaren Vorgang, der
nach einer bestimmten gleichbleibenden Vorschrift ausgefithrt wird und dessen Ergebnis vom
Zufall abhéangt. Zufall meint dabei, dass das Ergebnis nicht eindeutig bestimmt oder vorherge-
sagt werden kann.

Das Ergebnis eines Zufallsexperiments nennt man Elementarereignis.

48
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Die Menge aller Elementarereignisse eines Zufallsexperiments bildet die Ergebnismenge Ome-
ga (92). Die Ergebnismenge kann sich aus verschiedenen Teilmengen (Ereignisrdume - siehe
Abbildung 3.1) zusammensetzen, deren Verkniipfung Implikation fiir die Wahrscheinlichkeit
der Ziehung eines Elementarereignisses haben kann.

Elementar-
00 |00

Ereignisraum A Ereignisraum B

Abbildung 3.1: Darstellung von zwei Ereignisrdumen und deren Elementarereignissen

In Abbildung 3.1 sind zehn Elementarereignisse (1-10) dargestellt. Jeweils fiinf geh6ren dem
Ereignisraum A und fiinf dem Ereignisraum B an.

Formal schreibt man:

Ereignisraum = { zugehorige Elementarereignisse }
A = { 1 B 2 2 3 2 4 2 5 }
B={6,7,8,9,10}

bzw.

Elementarereignis € (Element von) Ereignisraum
4e€A
7€B

Ereignis A tritt ein, wenn 1, 2, 3, 4 oder 5 bei einem Zufallsexperiment ,,gezogen* wird.

Formal geschrieben:

A=1U2U3U4U5
U steht fiir Vereinigung oder logische Summe.

AuB=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Elemente aus A oder B = { Elementarereignisse von A und B }

Die Vereinigung von A und B (A U B) ergibt ein so genanntes sicheres Ereignis. Egal was
gezogen wird, es ist auf jeden Fall ein Elementarereignis des Ereignisraums von A oder B.
Da A U B die Gesamtheit aller Elementarereignisse umfasst gilt: AU B = Q.

Das komplementére Ereignis zu A besteht aus den Elementarereignissen, die nicht zu dem
Ereignisraum A gehoren:
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Nicht A ist gleich B
(bezogen auf dieses Beispiel)

Formal:
A=B
bzw.

A=1{6,7,8,9,10}
A U A = sicheres Ereignis = BU A

Schnittmengen

Ereignisraum A und B aus Abbildung 3.1 sind disjunkt. Das bedeutet sie sind unabhingig. Die
Elementarereignisse gehoren entweder zu A oder zu B.

Teilmengen der Ereignismenge 2 kénnen auch Schnittmengen enthalten. Diese sind daher
nicht disjunkt oder vereinbar.

Schnittmengen entstehen, indem Elementarereignisse sowohl zu dem einen als auch zu dem
anderen Ereignisraum gehoren. Veranschaulicht ist dies in Abbildung 3.2.

Schnittmenge

Ereignisraum D

Ereignisraum E

Ereignisraum C

Abbildung 3.2: Darstellung von drei Ereignisrdumen mit Schnittmengen

Die Elementarereignisse 6 und 7 gehoren sowohl zum Ereignisraum C als auch zum Ereignis-
raum E. Damit sind diese beiden Ereignisrdaume nicht disjunkt. Demgegeniiber ist der Ereig-
nisraum D zum Ereignisraum C und E disjunkt bzw. unabhéngig.

Formale Schreibweisen:

Elementarereignisse, die sowohl zu C als auch zu E gehoren sind 6 und 7.
CNnE=1{6,7}

N = logisches Produkt;
C N E ist die Ereignismenge, die aus der Schnittmenge von C und E besteht.
In Abbildung 3.2 besteht diese Menge aus den Elementarereignissen 6 und 7.

Dagegen gibt es keine Elementarereignisse, die sich C und D ,teilen®.
C und D sind disjunkt.
CnNnD={}=@ (leere Menge)
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3.2.1 Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis

Das Wiirfeln mit einem sechsdugigen Wiirfel ist ein klassisches Zufallsexperiment. Die Ergeb-
nismenge 2 besteht aus sechs Elementarereignissen mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Die Wahr-
scheinlichkeit das Elementarereignis {6} zu wiirfeln l4sst sich {iber die so genannte Laplace-
Formel berechnen:

Anzahl der gilinstigen Ereignisse (A) 1 -
T — =-=0,16 (3.1
Anzahl der moglichen Ereignisse () 6

pA) =

Die Wahrscheinlichkeit p (engl. fiir probability) fiir das Ereignis A ergibt sich aus der Anzahl
der giinstigen Ereignisse bei denen A zutrifft (in diesem Fall eins aus sechs), relativiert an der
Gesamtanzahl der Elementarereignisse, die eintreffen konnen (in diesem Fall sechs).

Bei einem Wurf kann das Ereignis {6} entweder eintreffen oder nicht (0O oder 1). Bei zwei
Wiirfen kann das Ereignis zweimal, einmal oder gar nicht eintreffen (2, 1, 0).
Bei n Wiirfen kann man die relative Haufigkeit fiir ein Elementarereignis ausrechnen {iber:

H(A) = % (3.2)

Mit wachsendem n konvergiert H(A) auf einen konstanten Wert. Das heif3t: Mit wachsenden
Durchgéngen wird die Fluktuationen von H(A) geringer.

In Abbildung 3.3 ist dies fiir das Ereignis eine Sechs zu wiirfeln dargestellt. Nach ungeféhr 200
Durchgingen hat sich die relative Haufigkeit gegen den Wert 0, 16 angenihert.

H(A) konvergiert also mit wachsendem n gegen den Wert von p(A). Die Anndherung der
relativen Haufigkeit an die errechnete Wahrscheinlichkeit ist bekannt als das Gesetz der grofSen
Zahl (auch Bernoulli Theorem genannt); Je gro3er n desto wahrscheinlicher gilt: H(A) = p(A).
In Abbildung 3.3 ist p(A) durch die konstante graue Linie gekennzeichnet.

Ein Zufallsexperiment, bei dem nur ein Ereignis betrachtet wird, das entweder zutreffen oder
nicht zutreffen kann, wird auch als Bernoulli-Experiment bezeichnet, benannt nach dem Schwei-
zer Mathematiker Jacob Bernoulli. Ein Zufallsexperiment, das aus n unabhéngigen Durchgén-
gen besteht, wird Bernoulli-Kette genannt.

Vorraussetzung der Laplace-Formel

Die Formel von Laplace setzt voraus, dass jedes Ereignis der Ereignismenge ) mit einer glei-
chen Wahrscheinlichkeit auftreten kann. Es wird also eine Gleichverteilung der einzelnen Er-
eigniswahrscheinlichkeiten angenommen, die vor allem dann gegeben ist, wenn die einzelnen
Ereignisse unabhéngig voneinander sind.

Diese inhdrente Bedingung der Laplace-Formel wird als Indifferenzprinzip bezeichnet und ist
auch Grundlage eines ,,echten“ Zufallsexperiments.
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Anzahl der Durchgénge n eines Zufallsexperiments

Abbildung 3.3: Ergebnis eines Zufallsexperiments mit 400 Durchgingen und sechs Elementa-
rereignissen gleicher Wahrscheinlichkeit

3.2.2 Wahrscheinlichkeit fiir mehrere Ereignisse

Additionstheorem (oder)

Die Wahrscheinlichkeit p(A) fiir ein Ereignis aus dem Ereignisraum A (siehe Abbildung 3.1)
entspricht der Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten fiir die Elementarereignisse des Ereig-
nisraums A:

A={1,2,3,4,5}
p(A) =p(1) + p(2) + p(3) + p(4) + p(5)
1 1 1 1 1
p(A)_E+E+E+E+E
P(A):%:%:OvS

Die Wahrscheinlichkeit, ein Ereignis aus dem Ereignisraum A zu ,,ziehen®, betrédgt also p = 0,5
oder 50%.

Weiterhin ergibt sich aus Abbildung 3.1:

p(AUB) =p(A) +p(B) =1
(sicheres Ereignis)

p(ANB)=0
(unmogliches Ereignis)
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Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit mit einem sechsdugigen Wiirfel eine Vier oder eine Sechs zu

wiirfeln betrigt: p = é + é = % = % =0,3.

Das Ereignis eine Sechs zu wiirfeln schlief3t das Ereignis eine Vier zu wiirfeln aus. Die Ereig-
nisse sind unabhingig oder disjunkt. Aus diesem Grund ist die Wahrscheinlichkeit der Summe
von A und B gleich der Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten p(A)+p(B).

Dies entspricht der Aussage des dritten Axioms der Wahrscheinlichkeit, aufgestellt von dem
russischen Mathematiker A. N. Kolmogorow.

In manchen Féllen ist dies nicht der Fall. Wenn die Ereignisse nicht disjunkt sind, dass heif3t
Schnittmengen haben, ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des einen Ereignis verein-
bar mit dem Eintreffen von dem eines anderen Ereignis. Daher ldsst sich die Wahrscheinlichkeit
nicht mehr einfach durch die Addition der Einzelwahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse
errechnen.

Das Additionstheorem fiir nicht disjunkte Ereignisse sieht folgendermafen aus:

p(A oder B) = p(A) + p(B) — p(Aund B) 3.3)
bzw.
p(AuB)=p(A)+p(B) — p(ANB) (3.4)

Die Einzelwahrscheinlichkeiten p(A) und p(B) werden addiert und die Schnittmenge, also
solche Ereignisse, bei denen sowohl A als auch B zutrifft, abgezogen.

Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit eine Zahl zu wiirfeln, die durch zwei oder durch drei teilbar
ist, errechnet sich folgendermaf3en:

p(durch 2 teilbar) =
p(durch 3 teilbar) =
p(durch 2 teilbar und durch 3 teilbar) = p(ANB) =

IO W

1
6
p(durch 2 teilbar oder durch 3 teilbar) =p (AUB) = % + % - % = g = %

Multiplikationstheorem (und)

Fiihrt man zwei unabhingige Zufallsexperimente aus, so kann man die Wahrscheinlichkeit fiir
das Auftreten zwei disjunkter Elementarereignisse ausrechnen:

p(ANB)=p(A)-p(B) (3.5)

Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit bei zwei Wiirfen mit einem sechsdugigen Wiirfel zwei mal

eine Sechs zu wiirfeln betrédgt: p = % . % = % =0,027.
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bedingte Wahrscheinlichkeit

Weiterhin kann man sich fragen, wie grof3 die Wahrscheinlichkeit ist, ein Elementarereignis zu
ziehen, wenn eine Bedingung schon erfiillt ist.

Auf Abbildung 3.2 angewandt ware zum Beispiel eine mogliche Frage, wie gro die Wahr-
scheinlichkeit ist ein Objekt zu ziehen, das dem Ereignisraum C und E angehort, wenn wir
schon davon ausgehen, dass ein Element aus C gezogen wurde.

_ p(E)np(C)
p(E|C) = 0 (3.6)

ausgelesen: Die bedingte Wahrscheinlichkeit p(E) unter der Bedingung C

(C)_l
P =1

ENC=1{6,7}

2
p(E) np(C) = 1

e

2
PE|C) = =>=0,29

=N

Bei der bedingten Wahrscheinlichkeit wird also der gesamte Ereignisraum ) eingeschrénkt.
In diesem Fall bestehen die moglichen Ereignisse nur noch aus sieben, da wir davon ausgehen,
dass ein Ereignis aus Ereignisraum C schon gezogen wurde und dieser Ereignisraum aus sieben
Elementarereignissen besteht.

Die moglichen bzw. gesuchten Ereignisse sind zwei, da nur zwei Elementarereignisse in die
Schnittmenge von Ereignisraum C und E fallen.

Beispiel: Angenommen man will die Effektivitdt einer Therapiemethode untersuchen. Man
befragt 112 Patienten, ob sie sich nach einem Jahr Therapie besser fithlen. Demgegeniiber
befragt man 96 Patienten, die unter den selben psychischen Beschwerden leiden, allerdings an
keiner Therapie teilgenommen haben.

Die Ergebnisse lassen sich in folgender Tabelle anschaulich darstellen:

Therapie (A) keine Therapie (B) gesamt

gesund (C) 77 38 115
nicht gesund (D) 45 58 103
gesamt 112 96

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Patient angibt nach einem Jahr gesund zu sein unter der
Bedingung, dass er an der Therapie teilgenommen hat, betragt:

p(ClA) = ZL = 0,6875 oder 68,75%.
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Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein Patient angibt nach einem Jahr gesund zu sein unter
der Bedingung, dass er nicht an einer Therapie teilgenommen hat, betrégt dagegen:

p(CIB) = % = 0,3958 oder 39,58%.



KAPITEL 3. STOCHASTIK 56

3.A Aufgaben

inhaltliche Aufgaben

1.

10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

Bei welcher Art von Zusammenhéngen ist die Wahrscheinlichkeitstheorie wichtig fiir die
Statistik?

. Was sind die Bedingungen fiir ein Zufallsexperiment?

. Was ist ein Bernoulli-Experiment?

Was sind die Kolmogorow-Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie?

. Was besagt das Gesetz der groen Zahl? Was ist die praktische Konsequenz daraus?

. Was geschieht mit dem Ereignisraum 2 bei der bedingten Wahrscheinlichkeit?

Was bedeutet es, wenn zwei Ereignisrdume disjunkt sind?

. Was sind disjunkte bzw. nicht disjunkte Ereignisse?

. Was ist das Symbol fiir die logische Summe? Was fiir das logische Produkt?

Was ist der Unterschied zwischen Additions- und Multiplikationstheorem?

Wie kann man die Wahrscheinlichkeit p(A) berechnen, wenn ein Zufallsversuch endlich
viele, gleich mogliche Ausgédnge hat?

In welchem Bereich kénnen Wahrscheinlichkeiten liegen?
Was ist das sichere Ereignis?

Wann sind Ereignisse unabhéngig voneinander?

Was besagt das Indifferenzprinzip?

Was gilt fiir die Auftretenswahrscheinlichkeit von Elementarereignissen, wenn das Indif-
ferenzprinzip nicht gilt?

praktische Aufgaben

1.

Wie grol$ ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel entweder eine 2, 3, 4 oder 5 zu
wiirfeln?

. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Paar zusammen vier Kinder bekommt und

alle méannlich sind?

. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass das fiinfte Kind des Paars ebenfalls ein Junge

wird?

Wie grol? ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig aus einem Skatblatt gezogene
Karte entweder schwarz oder ein Konig ist?
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5. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Weihnachten (24.12.) in einem bestimmten
Jahr auf einen Werktag fallt?

6. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne mit drei griinen, kleinen Kugeln, vier
gelben, mittleren Kugeln und fiinf roten, grofen Kugeln eine kleine oder eine rote Kugel
zu ziehen?

7. Wie grol? ist die Wahrscheinlichkeit, dass man mit einem Wiirfel eine Sechs wiirfelt und
aus einem Skatblatt eine rote Karte zieht?

8. Ein Béacker backt Kreppel mit Marmeladenfiillung. Er benutzt mal Erdbeer- und mal Pfir-
sichmarmelade. Nun stellt er fest, dass die Verkaufszahlen oft schwanken. Er beobachtet
40 Tage lang, wie viele Kreppel er verkauft und bekommt folgendes Ergebnis:

Erdbeermarmelade Pfirsichmarmelade gesamt

verkauft 610 290 900
nicht verkauft 40 60 100
gesamt 650 350 1000

a) Wie grol? ist die Wahrscheinlichkeit, einen Kreppel zu verkaufen unter der Bedin-
gung, dass er eine Erdbeermarmeladenfiillung hat?

b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, einen Kreppel zu verkaufen unter der Bedin-
gung, dass er eine Pfirsichmarmeladenfiillung hat?
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3.3 Kombinatorik

Neben der Frage, wie wahrscheinlich es ist, dass ein Ereignis auftritt, ist es fiir die Statistik oft
wichtig zu wissen wie wahrscheinlich eine gewisse Abfolge von Ereignissen ist.

Die Kombinatorik, als Teilgebiet der Mathematik, beschéftigt sich mit der Bestimmung von
moglichen Ereignisabfolgen und deren Wahrscheinlichkeit. Ergebnisse der Kombinatorik sind
oftmals kontraintuitiv. Das bedeutet viele Menschen iiber- oder unterschitzen Wahrscheinlich-
keiten oder Moglichkeitskombinationen aus diesem Bereich.

Dazu ein Beispiel, das als so genanntes Geburtstagsparadoxon bekannt ist:

Wie hoch wiirdest du die Wahrscheinlichkeit einschitzen, dass bei 23 anwesenden Personen
(dies wiirde zwei FufSballmannschaften inklusive Schiedsrichter entsprechen) zwei von ihnen
am gleichen Tag Geburtstag haben (ungeachtet des Geburtsjahres)?

Zur exakten Beantwortung dieser Frage beno6tigt man Methoden der Kombinatorik. Teilberei-
che der Kombinatorik sind Permutation, Variation und Kombination.

3.3.1 Permutation

Unter Permutation (von lat. vertauschen) versteht man die Neuanordnung von Elementen,
indem diese in ihrer Reihenfolge vertauscht werden.

Will man herausfinden, wie viele verschiedene Anordnungsmoglichkeiten es fiir eine Menge
von n Objekten gibt, so kann man dies iiber die Fakultit von n ausrechnen:

n! 3.7)

Beispiel: Vier verschieden farbige Karten konnen in 24 verschiedenen Kombinationen nach-
einander auf einen Tisch gelegt werden. Errechnen kann man dies {iber:
nl=41=1-2-3-4=24.

Die Wahrscheinlichkeit, eine ganz bestimmte Kombination zufillig zu legen betrdgt damit
P=g

In manchen Fillen gibt es Gruppen von Objekten, die nicht unterscheidbar sind oder Ver-
tauschungen innerhalb einer Gruppe gleicher Objekte nicht von Interesse ist. Um nun her-
auszufinden, wie viele Permutationsmoglichkeiten bei denen Vertauschungen von Elementen
verschiedener Gruppen auftauchen, muss man die gesamte Anzahl an méglichen Vertauschun-
gen relativieren an solchen Permutationen, bei denen Elemente zwischen den Gruppen neu
angeordnet werden:

n!

' ' ' (3.8)
n’grpl : n’grpZ : n'grp3

Beispiel: Statt vier verschieden farbige Karten haben wir nun drei weil3e Karten, vier gelbe
Karten und sieben rote Karten. Insgesamt lassen sich die 14 Karten in 14! = 87178291200 ver-
schiedenen Moglichkeiten auf den Tisch legen. Dabei kommt es oft vor, dass lediglich gleichfar-
bige Karten den Platz tauschen. Um diese Permutationen herauszurechnen und nur die Anzahl
an Legemoglichkeiten zu bekommen, bei denen Karten aus verschiedenen Farbgruppen den
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Platz tauschen bedienen wir uns der Formel 3.8:

14! 87.178.291.200  87.178.291.200

= = =120.120
3t-41.7! 6-24-5040 725.760

Insgesamt gibt es 120.120 Anordnungsmoéglichkeiten, bei denen keine gleich erscheint. 725.760
ist dagegen die Anzahl der Anordnungen, bei denen lediglich Karten der gleichen Gruppe die
Plétze tauschen.

3.3.2 Kombination

Bei der Kombination geht es darum, aus einer Gesamtmenge von Elementen eine bestimmte
Anzahl zu entnehmen und alle méglichen Zusammensetzungen auszurechnen. Im Gegensatz
zur Permutation werden also nicht alle Elemente ausgewahlt und deren Kombinationsmaoglich-
keiten errechnet.

Kombination mit Wiederholungen

Bei der Kombination mit Wiederholungen werden alle méglichen Auswahlen iiber folgende
Formel errechnet. Hierbei steht n fiir die Gesamtanzahl der Elemente und k fiir die Anzahl der
Ziehungen oder Durchginge.

(n+k—1)!

(n—1)! k! (3.9)

Beispiel: Aus einer Schale mit vier nummerierten Kugeln sollen zwei Kugeln zufillig gezogen
werden, wobei nach jeder Ziehung die gezogene Kugel wieder zuriickgelegt wird. Es ist also
auch moglich eine Kugel zweimal hintereinander zu ziehen.

Die Gesamtmenge besteht aus vier Elementen (n):
1,2,3,4

Es werden jeweils zwei Kugeln gezogen (k).
Daraus ergeben sich folgende Kombinationsmoglichkeiten:

11, 12, 13, 14, 22, 23, 24, 33, 34, 44

(ntk-1! _(4+2-11_120
(n—1!-k!' (4—1)-20 12

Kombination ohne Wiederholungen

Obige Formel errechnet die moglichen Kombination bei gleichbleibender Ausgangsmenge n
iiber k hinweg. Auf das oben stehende Beispiel bezogen ist dies nur der Fall, wenn nach jeder
Ziehung einer Kugel diese wieder in die Schale zuriickgelegt wird.
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Ist dies nicht der Fall, so sind die moglichen Kombinationen geringer und lassen sich iiber
unten stehende Formel errechnen.

n!

(n—Kk)! k! (3.10)

Der Term aus 3.10 wird auch als Binomialkoeffizient bezeichnet und lasst sich durch das Sym-
bol in 3.11 abkiirzen (gelesen: n iiber k).

n h n! 11
k entspricht m (3.11)

Beispiel: Aus einer Schale mit vier nummerierten Kugeln sollen zwei Kugeln zufillig gezogen
werden, wobei diesmal die gezogene Kugel nach einer Ziehung nicht mehr zuriickgelegt wird.

Die Gesamtmenge besteht aus vier Elementen (n):
1,2,3,4
Es werden jeweils zwei Kugeln gezogen (k).
Daraus ergeben sich folgende Kombinationsmoglichkeiten:
12,13, 14, 23, 24, 34

n! B 41 _24_
(n—k)!-k!' (4—2)0-21 4

Die méglichen sechs Kombinationen umfassen alle Ereignisse, die schon im Beispiel zur Kombi-
nation mit Wiederholungen aufgelistet sind, aufler den Kombinationen, in denen ein Element
zwei mal hintereinander auftaucht.

3.3.3 Variation

Mithilfe der Kombinationsformeln lassen sich die méglichen Zusammenstellungen von Ele-
menten errechnen. Dabei wird die Reihenfolge au8er Acht gelassen.

Mithilfe der Variationsformeln errechnet man statt den méglichen Kombinationen einer Menge
von Elementen zusitzlich deren Varianten. So kann die Kombination 12 in zwei Varianten
auftauchen: in 12 und 21.

Variation mit Zuriicklegen

Die moglichen Varianten bei gleichbleibender Gesamtmenge n iiber k hinweg errechnen sich
folgendermaf3en:

nk (3.12)

Beispiel: Aus einer Schale mit vier nummerierten Kugeln sollen zwei Kugeln zufillig gezogen
werden, wobei nach jeder Ziehung die gezogene Kugel wieder zuriickgelegt wird. Es ist also
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auch moglich eine Kugel zweimal hintereinander zu ziehen.

Die Gesamtmenge besteht aus vier Elementen (n):
1,2,3,4

Es werden jeweils zwei Kugeln gezogen (k).
Daraus ergeben sich folgende Kombinationsmoglichkeiten:

11, 12, 13, 14, 22, 23, 24, 33, 34, 44

Beachtet man nun noch die Reihenfolge, so ergeben sich folgende Ereignisvarianten:
11, 12, 21, 13, 31, 14, 41, 22, 23, 32, 24, 42, 33, 34, 43, 44

n*=4>=16

Variation ohne Zuriicklegen

Wird die Gesamtmenge n kleiner bei grofer werdendem k, so errechnen sich die moglichen
Variation iiber:

n!
(n—k)!

(3.13)

Beispiel: Aus einer Schale mit vier nummerierten Kugeln sollen zwei Kugeln zufillig gezogen
werden, wobei diesmal die gezogene Kugel nach einer Ziehung nicht mehr zuriickgelegt wird.

Die Gesamtmenge besteht aus vier Elementen (n):
1,2,3,4

Es werden jeweils zwei Kugeln gezogen (k).
Daraus ergeben sich folgende Kombinationsmoglichkeiten:

12,13, 14, 23, 24, 34
Beachtet man nun noch die Reihenfolge, so ergeben sich folgende Ereignisvarianten:
12, 21, 13, 31, 14, 41, 23, 32, 24, 42, 34, 43

nt 4 _24_12
(n—k)! (4-2) 2
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3.3.4 Zusammenfassung

In Tabelle 3.1 sind die Regeln der Kombinatorik zusammengefasst.

Tabelle 3.1
Formelsammlung der Kombinatorik
Permutation Kombination Variation
mit Wiederholung / (n+k—-1)! ,
. . n! —_— n
mit Zuriicklegen (n—1) k!
ohne Wiederholung / n! ny n! M\ n!
ohne Zuriicklegen nly-nly-nly k] (n—k)!-k! k " (n—k)!

3.3.5 Nachtrag: Das Geburtstagparadoxon

Mit dem Wissen tiber die Regeln der Kombinatorik und der Wahrscheinlichkeitsrechnung kon-
nen wir nun die eingangs gestellte Frage beantworten; Die Wahrscheinlichkeit, dass bei 23
anwesenden Personen zwei von ihnen am gleichen Tag Geburtstag haben liegt bei knapp iiber
50% bzw. p =0, 5.

Die Anzahl aller moglichen Geburtstagskombinationen errechnet sich {iber die erste Variati-
onsformel:

36523

Um die Anzahl der Geburtstagskombinationen zu errechnen, bei denen alle 23 Personen un-
terschiedliche Geburtstage haben, bedienen wir uns der zweiten Variationsregel:

365!
(365 — 23)!

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle Personen an unterschiedlichen Tagen Geburtstag haben, lasst
sich nun iiber die Laplace-Formel errechnen, indem die giinstigen durch alle moglichen Ereig-
nisse geteilt werden:

365!
(365 —23)!

A
p(A) 3655

Das sichere Ereignis hat nach dem zweiten Kolmogorow-Axiom den Wert 1. Das Gegenereignis
(mindestens zwei Personen haben an einem selben Tag Geburtstag) errechnet sich damit iiber:

365!
(365 — 23)! 343-344-...-364- 365
=1-
36523 36523

pA)=1- =1-0,4927 = 0,5072
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3.B Aufgaben

inhaltliche Aufgaben

1. Wozu benétigt man Kombinatorik?

2. Wie hidngt Kombinatorik mit der Laplace-Formel zusammen?

3. Was ist der Unterschied zwischen Permutation und Variation?

4. Was ist der Unterschied zwischen Variation und Kombination?

5. Fiir was steht ,,n tiber k“?

praktische Aufgaben

1. Wie viele mogliche Ereignisabfolgen ergeben sich, wenn man sieben mal wiirfelt?

2. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit drei mal eine Sechs oder drei mal eine Eins zu wiir-
feln?

3. 15 Schiiler sollen sich hintereinander aufstellen. Wie viele verschiedene Moglichkeiten
gibt es?

4. Wie viele verschiedene Reihenfolgen ergeben sich, wenn man aus fiinf Kindern zwei
auswahlt und sie nebeneinander aufstellt?

5. Wie viele verschiedene Worte kann man aus dem Wort ,,Statistik“ machen, indem man
die Buchstaben wild vertauscht? Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fiir jede der sich
ergebenden Anordnungen?

6. Wie viele Ankreuzkombinationen sind beim Lotto (6 aus 49) moglich?

7. Ein Junge spielt mit seiner Modelleisenbahn. Er hat 15 Wagen und drei Lokomotiven.
Hinter die erste will er fiinf, hinter die zweite vier und hinter die dritte sechs Wagen
héngen. Wie viele Moglichkeiten hat er dazu?

8. In einer Untersuchung zur Gedéchtniskapazitét interessiert die Forscher, ob sich die Ver-
suchspersonen aus 60 Wortern sechs ganz bestimmte gemerkt haben, wobei die Reihen-
folge der Worter dabei unwichtig ist. Ware diese Leistung komplett zufallsabhéngig, wie
wahrscheinlich wiére es, genau diese sechs Worter zu reproduzieren?

9. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, aus vier Kartenspielen hintereinander die vier Asse
zu ziehen (es wird also pro Kartenspiel einmal gezogen)?

10. Von sieben Glasperlen (vier rote, eine griine und zwei weif3e) sollen vier zusammen

angeordnet werden, eine soll alleine bleiben und wiederum zwei sollen zusammen an-
geordnet werden.
a) Wie viele Moglichkeiten gibt es?
b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die vier roten zusammen, die griine allei-
ne und die zwei weilen wieder zusammen angeordnet werden?
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11.

12.

13.

14.

15.

Frau Miiller will ein Eis kaufen. Sie kann zwischen drei Waffelsorten, 25 Eissorten und
sechs Arten von Schokostreuseln wéhlen.

a) Wie viele verschiedene Kombinationen sind moglich?

b) Wie grof$ ist die Chance, dass Frau Miiller genau die Kombination wahlt, die sie
wahlt?

Beim Riesenslalom im Skifahren starten 26 Skildufer, die im Training alle gleich schnell
waren.

a) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Fahrer (ausschlieBlich zufallsab-
héngig) genau in ihrer Startreihenfolge platzieren?

b) Wie grol? ist die Wahrscheinlichkeit, dass Fahrer 22 erster wird, Fahrer 18 zweiter
und Fahrer 5 dritter?

Wie grol? ist die Wahrscheinlichkeit, bei 10-maligem Wrirfeln in den ersten drei Wiirfen
die Zahlen 1, 2 und 3 zu wiirfeln?

Zwolf Personen sollen nach der Auspragung des Merkmals ,Attraktivitdt“ in eine Ran-
greihe gebracht werden. Wie viele verschiedene Ergebnisse sind theoretisch denkbar?

In Urne Nr. 1 liegen sieben Kugeln, in Urne Nr. 2 liegen zwei Kugeln und in Urne Nr. 3
liegen drei Kugeln. Die Kugeln haben alle unterschiedliche Farben. Wie viele verschie-
dene Ereignisabfolgen sind moglich, wenn aus jeder Urne jeweils eine Kugel gezogen
wird?




KAPITEL 3. STOCHASTIK 65

3.4 Wahrscheinlichkeit fiir eine Folge von Ereignissen

Die Wahrscheinlichkeit zwei mal eine Sechs zu wiirfeln, lasst sich nach dem Multiplikations-

theorem errechnen iiber: % . é =0,027.

Alternativ kann man die méglichen Ereignisse errechnen iiber: 62 = 36 und die Wahrschein-
lichkeit {iber die Formel von Laplace bestimmen: % =0,027.

Doch wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit bei zwei Wiirfen genau einmal eine Sechs zu wiirfeln?
Die Fragestellung unterscheidet sich von den bisherigen dadurch, dass eine Bedingung gestellt
wird. Es soll genau k-mal ein bestimmtes Ereignis bei n-Durchgéngen errechnet werden.

Die méglichen Ereignisse lassen sich nach wie vor durch 62 = 36 errechnen.

Die giinstigen Ereignisse konnen in diesem einfachen Fall noch aufgezahlt werden:

erster Wurf
zweiter Wurf

112|3|4|5|6|6|6|6]|6
6|/6[6|6|6|1|2|3|4]|5

Die Wahrscheinlichkeit genau einmal bei zwei Wiirfen eine Sechs zu wiirfeln liegt also bei:

10—027
36

Verallgemeinert lasst sich die Wahrscheinlichkeit fiir das k-malige Auftreten eines Ereignis mit
der konstanten Wahrscheinlichkeit p bei n Durchgéngen mithilfe der unten stehenden Formel
bestimmen.

n

p(k) = (k

)p" -(1-p)y* (3.14)

Wir errechnen damit die Auftretenswahrscheinlichkeit eines Ereignis iber mehrere Durchgén-
ge hinweg, wobei die Durchginge n einer Bernoulli-Kette bzw. mehreren Bernoulli-Experimen-
ten entsprechen:

Die Ausgangswahrscheinlichkeit bleibt gleich, was bedeutet, dass bei jedem Durchgang n die
Ereignismenge ) konstant grof3 ist und die einzelnen Durchgéinge voneinander unabhingig
sind. Zudem interessiert lediglich, ob bei jedem Durchgang ein Ereignis eintrifft oder nicht (0
oder 1).

Beispiel

Angenommen man will einen 14-tdgigen Urlaub in Schottland machen. Die Wahrscheinlichkeit
zu regnen betrage pro Tag 70% bzw. p = 0, 7. Die Wahrscheinlichkeit, dass es an zehn von den
14 Tagen regnet, lasst sich mit Formel 3.14 errechnen:

p0 = () 1-pr*

14!
— . O, 710 . (1 _ O, 7)14—10
(14—10)! - 10!
11-12-13-14
= - -0,0282-0,0081

=0,2286
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Die Wahrscheinlichkeit, dass zehn der 14 Tage ins Wasser fallen liegt also bei 22,86%.

3.4.1 Binomialverteilung

Generieren wir uns eine Variable x, die Werte von O bis n annimmt und setzen diese fiir k
ein, so erhalten wir eine Reihe von Einzelwahrscheinlichkeiten p(x) fiir das k-malige Auftreten
eines Ereignisses bei gleichbleibenden Vorraussetzungen.

Die Variable x wird auch als Zufallsvariable bezeichnet und folgt einer bestimmten Verteilung,
der so genannten Binomialverteilung, sofern obige Bedingungen einer Bernoulli-Kette erfiillt
sind. Die Binomialverteilung ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Man sagt die Zufallsvariable x ist binomialverteilt oder folgt einer Binomialverteilung.

Dies lasst sich verdeutlichen, wenn man fiir obiges Beispiel nicht nur die Wahrscheinlichkeit
fiir k=10 Tage, sondern fiir k = 0 bis k = n (also 14) errechnet. Die Einzelwahrscheinlichkeiten
und deren Verteilung ist in Abbildung 3.4 dargestellt.

0.15 0.20 0.25
1 1 |

Wahrscheinlichkeit p(k)
0.10

[ L

0O 2 4 6 8 10 12 14
Anzahl der Regentage k

0.00 0.05
0
L]
L1

Abbildung 3.4: Binomialverteilung fiir p = 0,7
Die Binomialverteilung ist rechtsschief fiir p < 0,5 und linksschief bei p > 0,5. Ist p = 0,5 ist
die Verteilung symmetrisch (siehe Abbildung 3.5.b).
Bei n — oo konvergiert die Binomialverteilung gegen die Normalverteilung (siehe Abbildung

3.5 bzw. Abbildung 2.1). Dies gilt auch bei p # 0, 5.

Anhand der Verteilung in Abbildung 3.4 lésst sich auch ablesen, wie grof3 die Wahrscheinlich-
keit ist, dass es in dem Schottlandurlaub zehn oder mehr Tage regnet. Dafiir miissen lediglich
die Wahrscheinlichkeiten fiir k = {10,11, 12,13, 14} aufsummiert werden:

p(k>10)=0,2286+0,1943 +0,1134 + 0,0407 + 0,0068 = 0.5838
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Abbildung 3.5: Binomialverteilung bei (a) konstanter Wahrscheinlichkeit p = 0,5 und variie-
rendem n und (b) konstanten Durchgingen n = 14 und variierendem p

Gegenereignis

Des Weiteren kann man sich auch fragen, wie gro3 die Wahrscheinlichkeit ist, dass es weni-
ger als zehn Tage regnet. Dies ist das so genannte Gegenereignis. Die Menge k wird dabei
yumgedreht®:

k={10,11,12,13,14} — k=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Und es gilt:
Ereignis + Gegenereignis =1 bzw. p(k)+p(k)=1

Komplementérereignis

Bedient man sich Wahrscheinlichkeitstabellen (wie die im Bortz), so sind oft Wahrscheinlich-
keiten iiber p > 0,5 nicht eingetragen, da, wie schon angesprochen, die Binomialverteilung
bei hinreichend grofem n symmetrisch wird und daher die Balken links von der Verteilung die
selbe Hohe haben wie rechts von der Verteilung.

Will man dennoch Tabellen benutzen, statt k-mal die Formel auszurechnen, so kann man bei
p > 0,5 statt dem gesuchten Ereignis das Komplementérereignis bzw. die Komplementirereig-
nisse errechnen.

Dies geschieht, indem man die Frage hin zum Komplement umstellt. Fiir das Beispiel oben
entspriache das Komplement der Wahrscheinlichkeit, dass es mehr als vier Tage nicht regnet.
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Die einzelnen Komplementérereignisse sehen wie folgt aus:

0 Tage Regen 14 Tage kein Regen

1 Tage Regen 13 Tage kein Regen
2 Tage Regen 12 Tage kein Regen
3 Tage Regen 11 Tage kein Regen
4 Tage Regen 10 Tage kein Regen
5 Tage Regen 9 Tage kein Regen
6 Tage Regen 8 Tage kein Regen
7 Tage Regen 7 Tage kein Regen

8 Tage Regen 6 Tage kein Regen

A

9 Tage Regen 5 Tage kein Regen

Die Ereignismenge k besteht also aus {5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14}. Das Ereignis ist
nun nicht mehr ,Regen”, sondern ,,kein Regen“. Daher @ndert sich die Wahrscheinlichkeit von
p=0,7zup=1-0,7=0,3.

Die Wahrscheinlichkeiten fir k sind:

0,1963 +0,1262+ 0,0618 + 0,0231 + 0,0066 + 0,0014 + 0,0002 + 0+ 0+ 0 =0,4156

Das Komplementérereignis hat immer die selbe Wahrscheinlichkeit wie das gesuchte Ereignis.
Damit gilt: p(mehr als vier Tage kein Regen) = p(weniger als zehn Tage Regen).
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3.C Aufgaben

inhaltliche Aufgaben

1.

2.

Was ist eine Bernoulli-Kette? Was hat diese mit der Binomialverteilung zu tun?

Uberlege dir psychologische Fragestellungen, bei denen die Binomialverteilung eine Rol-
le spielen konnte.

. Wie errechnet sich die Wahrscheinlichkeit, dass von n Versuchen genau k mal ein Ereignis

auftritt, welches in jedem der n Versuche mit einer Wahrscheinlichkeit von p auftritt?

Unter welchen Bedingungen ist die Binomialverteilung anndhernd normalverteilt?

. Die Wahrscheinlichkeit, dass man bei einem multiple choice Test eine Frage per Zufall

16st moge 1/4 betragen. Insgesamt gibt es 10 Aufgaben. Die Wahrscheinlichkeit mindes-
tens zwei Aufgaben per Zufall zu 16sen betragt damit 75,60%.

a) Formuliere das Komplementéarereignis.

b) Formuliere das Gegenereignis.

c) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Gegenereignis?

d) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Komplementérereignis?

praktische Aufgaben

1.

In einem entwicklungspsychologischen Experiment werden 20 Kinder gebeten, ein Puzz-
le zu 16sen. Die Wahrscheinlichkeit, dass Puzzle zu 16sen betrage p = 0,4.

a) Wie wahrscheinlich ist es, dass 10 Kinder das Puzzle 16sen?
b) Wie wahrscheinlich ist es, dass mehr als 10 Kinder das Puzzle 16sen?

. Ein Primat soll in 18 Durchgédngen aus vier vorgelegten Wortern (Adjektiv, Substantiv,

Verb, Artikel) jeweils auf das Verb deuten. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit von min-
destens zehn richtigen Wahlen?

. Aus Erfahrungen in der Vergangenheit ist bekannt, dass von einer unselektierten Bewer-

bergruppe fiir eine Ausbildung 30% das Ausbildungsziel nicht erreichen. Wie grof3 ist
die Wahrscheinlichkeit, dass aus einer Gruppe von 18 Bewerbern genau 6 Bewerber das
Ausbildungsziel nicht erreichen?

In einem wahrnehmungspsychologischen Experiment wird gepriift, welchem von zwei
geometrischen Mustern A und B ein Kind mehr Aufmerksamkeit schenkt. Wie hoch ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kind bei 20 Darbietungen mehr als zw6lfmal Muster A
auswahlt?

. In einer Meinungsumfrage werden 20 Personen gefragt, welche Koalition sie heute wah-

len wiirden. Aus fritheren Umfragen ist bekannt, dass Rot-Griin derzeit von 40% der
Leute gewdhlt wird und Schwarz-Gelb eine Chance von 60% besitzt gewahlt zu wer-
den. Wie grol? ist dann die Chance, dass Schwarz-Gelb mindestens fiinf Mal von den 20
Personen gewéhlt wird?
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6. Ein Arbeits- und Betriebspsychologe wird bei einem grofsen Automobilhersteller ange-
stellt. Er soll dort fiir mehr Arbeitssicherheit sorgen. Er findet heraus, dass die meisten
Unfalle sich beim Verladen von Stahlrohren auf Karren ereignen. Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Unfall passiert, betrédgt pro Arbeitstag 0,05. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
dass ...

a) wihrend einer Woche (5 Arbeitstage) mindestens ein Unfall auftritt?
b) wahrend eines Monats (20 Arbeitstage) hochstens ein Unfall auftritt?

7. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter 100 Roulette-Wiirfen mindestens dreimal
die Zahl 13 fallt?

8. Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, beim 20-maligen Drehen von einem Gliicksrad min-
destens 15 mal eine Niete, deren Flichenanteile 70% des Gliicksrads ausmachen, zu
erspielen?

OH, | KNOW [T Looks | | TuAT'S My WHAT'S
CHAOTIC, BUT (TS RESEARCH PAPERS TUIS PILE
ALL CAREFULLY PILE, MY CLASS
ORGANIZED IN AN O | STUFF PLLE, MY THE "
INTRICATE PILE BANK STUFF PILE...
TeM DON'T KNOW
WHICH PILE




Inferenzstatistik

Die Inferenzstatistik, auch induktive Statistik genannt, versucht auf Grundlage der Stochastik
und mithilfe von Wahrscheinlichkeitsverteilungen, Stichprobenergebnisse auf ihre Bedeutsam-
keit und statistische Relevanz hin zu beurteilen. Konkret geht es dabei oftmals darum zu ent-
scheiden, ob die Auspragung eines Stichprobenkennwertes rein zufillig entstanden ist oder ob
die gemessene Merkmalsauspriagung aufgrund eines systematischen Einflusses entstanden ist
und der reine Zufall keine gute Erklarung fiir den Grad der Auspriagung bietet.

Man geht davon aus, dass jeder Stichprobe eine Population zugrunde liegt. Die Population
(oder Grundgesamtheit) ist die Gesamtheit aller Merkmalsauspragungen. Eine Stichprobe ist
definiert als eine Menge zufillig gezogener Elemente dieser Grundgesamtheit.

Um in einer empirischen Untersuchung dieser Definition, deren wichtiger Bestandteil die zufal-
lige Ziehung ist, gerecht zu werden, muss gewahrleisten sein, dass jedes Objekt der Population
die selbe Chance hat in die Stichprobe aufgenommen zu werden. Ist dies nicht der Fall, so
spricht man von einer Verzerrung der Stichprobe (engl.: bias).

Mithilfe inferenzstatistischer Tests kann man beurteilen, ob eine Stichprobe einer bestimmten
Population angehort oder ob zwei Stichproben aus der selben oder verschiedenen Grundge-
samtheiten entstammen.

Diese Tests sind so aufgebaut, dass zundchst Annahmen oder Vermutungen {iiber die unbe-
kannte Population aufgestellt werden. Auf dieser Grundlage lasst sich die Wahrscheinlichkeit
errechnen, mit der man annehmen kann, dass die erhobenen Stichprobenwerte dieser Popula-
tion angehoren.

Die Logik der inferentiellen Statistik 1dsst sich mithilfe des Beispiels von Kapitel 3.4.1 veran-
schaulichen. Angenommen in Abbildung 3.4 ist die Regenwahrscheinlichkeit fiir einen defi-
nierten Zeitraum von 14 Tagen abgetragen. Die Werte stammen aus vielen Messungen, die
Jahr fiir Jahr wéhrend dieses Zeitraums gemacht wurden, so dass man davon ausgehen kann,
dass diese Werte annidhernd wie die Grundgesamtheit aller Werte verteilt sind.

Nun berichtet jemand, wéhrend dieses Zeitraums Urlaub gemacht zu haben. Er erzéhlt, dass
es insgesamt sechs Tage von den 14 Tagen geregnet hat. Anhand von Abbildung 3.4 kénnen
wir mit einer relativer Sicherheit feststellen, dass er nicht an dem Ort Urlaub gemacht hat, von
dem die Werte der Abbildung stammen.

Anders formuliert: Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von p = 0,0315 kann man davon aus-
gehen, dass die Beobachtungen des Urlaubers (sechs Tage Regen, acht Tage kein Regen) an
einem anderen Ort gemacht wurden, bei dem die Verteilung der Regentage sich bedeutsam
von der uns bekannten unterscheidet.

71
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Symbolische Abgrenzung der Population von der Stichprobe

Um mathematische Aussagen iiber die Population von Aussagen iiber die Stichprobe zu tren-
nen, werden fiir die Populationsparameter, auf die man zu schliefen versucht, griechische
Symbole verwendet. Fiir den Populationsmittelwert wird das kleine griechische Mii (u) ver-
wendet. Fiir die Standardabweichung wird das kleine Sigma (o) bzw. fiir die Varianz das
Quadrat von Sigma (0?) verwendet. Sind die Populationskennwerte unbekannt, so lassen sich
diese lediglich schitzen. Dies wird oft, wie in der Regressionsanalyse, mit einem Dach iiber

dem Parameterbuchstaben symbolisiert: g, &, G2.

4.1 Von der Population zur Stichprobe und zuruck

Will man Aussagen iiber eine unbekannte Population und deren deskriptive Kennwerte ma-
chen, so ist es von grof3er Bedeutung zu verstehen, was genau passiert, wenn man eine Stich-
probe dieser Population zieht. Wichtig wére beispielsweise zu wissen, mit welcher Wahrschein-
lichkeit der Mittelwert i einer Stichprobe dem tatsdchlichen Mittelwert u entspricht.

4.1.1 Schéatzung des Populationsmittelwerts

Mithilfe von Simulationen lasst sich das Verhalten von Stichprobenkennwerten untersuchen.
Angenommen wir generieren uns eine Population von Werten bzw. Merkmalsauspragungen.
Aus diesen Werten ziehen wir nun zuféllig eine Stichprobe der Grofde n und berechnen den
Mittelwert. Anschliefend ziehen wir wieder eine Stichprobe der Grof3e n, wobei die zuvor
gezogenen Werte wieder zuriickgelegt werden. Auch von dieser Stichprobe berechnen wir
den Mittelwert. Dieses ziehen mit zuriicklegen wiederholen wir tausend mal. So erhalten wir
tausend Mittelwerte unabhéngig gezogener Stichproben.

Die Verteilung, die sich aus diesem Simulationsexperiment ergibt, wird Stichprobenkennwer-
teverteilung genannt. In unserem Fall handelt es sich um die Stichprobenkennwerteverteilung
des Mittelwertsmal3.

In Abbildung 4.1.a sind Stichprobenkennwerteverteilungen des Mittelwerts aufgezeichnet. Va-
riiert wurde dabei, wieviele Werte bei einem Durchgang gezogen wurden (Stichprobengrol3e).
Anhand der Abbildung lésst sich zeigen, dass bei konstanter Anzahl an Durchgingen (in die-
sem Fall tausend) mit steigender Stichprobengrof3e, also jene Anzahl an Elementen, die bei
jedem Durchgang gezogen werden, die Stichprobenkennwerteverteilung des arithmetischen
Mittels gegen eine Normalverteilung konvergiert.

Es lasst sich also feststellen: Bei hinreichend vielen Durchgéingen und hinreichend grof3er
Stichprobe je Durchgang néhert sich die Verteilung der Stichprobenkennwerte einer Normal-
verteilung an. Dies gilt unabhingig der Verteilung der zugrunde liegenden Population bzw.
Grundgesamtheit. Auch in Abbildung 4.1.a ist die Population nicht normalverteilt. Dennoch ist
die Stichprobenkennwerteverteilung bei einer Stichprobengré3e von n = 40 bereits anndhernd
normalverteilt.

Diese Konvergenzaussage, dass bei theoretisch unendlichen vielen unabhingigen Ziehungen
aus einer Grundgesamtheit die Verteilungsform bei wachsendem n in eine Normalverteilung
iibergeht, wird auch als zentraler Grenzwertsatz bezeichnet. Der zentrale Grenzwertsatz er-
klart auch die Sonderstellung der Normalverteilung innerhalb der Statistik.
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Abbildung 4.1: Stichprobenkennwerteverteilung des (a) arithmetischen Mittels und (b) Me-
dians bei unterschiedlicher Stichprobengréf3e und jeweils tausend Ziehungen

Neben der Form der Verteilung ist auch deren Mittelwert fiir den Schluss von der Stichpro-
be auf die Population von Relevanz. Der Mittelwert der Stichprobenkennwerteverteilung i;
entspricht bei hinreichend grol3er Stichprobe dem Populationsmittelwert u (siehe Abbildung
4.1.a). Man sagt, der Mittelwert ist erwartungstreu. Weder wird der Populationsmittelwert von
der Gesamtheit der Stichproben iiberschatzt noch unterschétzt.

Daraus leitet man ab, dass der Mittelwert einer Stichprobe X ein guter, da erwartungstreuer
Schitzer des Populationsmittelwerts u ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Ziehung einer
Stichprobe der Stichprobenmittelwert dem Populationsmittelwert sehr nahe liegt, die Differenz
aus beiden also sehr gering ist, ist viel hoher als die Wahrscheinlichkeit eine Stichprobe zu
ziehen, bei dem die Differenz zwischen Stichprobenmittelwert und Populationsmittelwert sehr
hoch ist.

Der beste Schitzer fiir das arithmetische Mittel der Population ist daher das arithmetische
Mittel der gezogenen Stichprobe.

E(xX)=u (4.1)
(E = Erwartungswert)

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Mittelwert der Stichprobe den Populationsmittelwert gut
schatzt, wachst mit steigender Stichprobengrof3e. Die Stichprobenkennwerteverteilung kon-
vergiert nicht nur gegen eine Normalverteilung bei gréer werdenden Stichproben, sie wird
auch steiler. Die Streubreite wird geringer (siehe Abbildung 4.1.a). Damit nimmt die Fehler-
wabhrscheinlichkeit bzw. die Wahrscheinlichkeit sich im groen Maf3e zu verschitzen ab. Bei
groRen Stichproben ist die Schétzgiite des Mittelwerts groRer als bei kleinen Stichproben.

Auch der Median einer Stichprobe ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir den Median der Popu-
lation (siehe Abbildung 4.1.b). Vergleicht man jedoch die Stichprobenkennwerteverteilungen
von Mittelwert und Median, so féllt auf, dass bei gleich vielen Ziehungen und gleich grof3en
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Stichproben die Kennwerteverteilung des Medians flacher und breiter ist, wihrend die des Mit-
telwerts steiler und schmaler ist. Die Streuung der Stichprobenkennwerte im Falle des Medians
ist also grofder als beim arithmetischen Mittel.

Daraus kann man ableiten, dass die Schitzung des Medians mit einer grofSeren Fehlerwahr-
scheinlichkeit bzw. Verschiatzungswahrscheinlichkeit behaftet ist. Bei gleich grol3er Stichprobe
ist die Wahrscheinlichkeit grof3er, dass die Differenz aus Stichprobenmittelwert und Populati-
onsmittelwert geringer ist als die Differenz aus Stichprobenmedian und Populationsmedian.
Man sagt, der Median einer Stichprobe ist zwar ein erwartungstreuer Schétzer des Populations-
medians, er ist allerdings nicht so effizient bei der Schitzung. Wegen diesem Effizienzmangel
spielt der Mittelwert in der Inferenzstatistik eine weitaus groere Rolle als der Median.

4.1.2 Schétzung der Populationsvarianz

Im Gegensatz zum arithmetischen Mittel und dem Median ist die Varianz nicht erwartungstreu.
Die Berechnung der Varianz, wie in 2.2.3 beschrieben oder in Formel 4.2 angegeben, fiihrt zu
einer systematischen Unterschédtzung der Populationsvarianz um den Faktor n — 1.

n
Z ()_C - Xi)z 1 n
2= baw s2=2 'Z(J_C —x;)? 4.2)
n n &
(Stichprobenvarianz)
n
2= x;)? 1 n
o i=1 2 - 2
== bzw = . —X; 4.3
7 n—1 A ;(M *i) (4.3)

(geschatzte Populationsvarianz - wobei (i = Xx)

Bei einem Simulationsexperiment mit tausend Durchgéngen (wie oben erlautert) wiirde der
Gipfel der Kennwerteverteilung der Varianz, berechnet iiber Formel 4.2, um n — 1 neben der
tatsichlichen Populationsvarianz liegen.

Deswegen fiihrt man den Korrekturfaktor n — 1 in die Formel ein und erhélt eine erwartungs-
treue Schitzung mithilfe von Formel 4.3.

Diese Korrektur verliert bei wachsendem n an Bedeutung. Die Differenz des Varianzwertes, be-
rechnet nach Formel 4.2 und Formel 4.3, wird immer kleiner bei gréf3eren Stichproben. Daher
sagt man, dass die Varianz (berechnet nach Formel 4.2) asymptotisch erwartungstreu ist. Bei
grofden Stichproben nihern sich die Werte an, sodass auch Formel 4.2 eine erwartungstreue
Schétzung der Populationsvarianz abgibt.

Diese asymptotische Anndherung bei grofer werdendem n ist in Abbildung 4.2 veranschau-
licht.

Warum n-1? Das Konzept der Freiheitsgrade

Eine heuristische Erklarung fiir diese Verschitzung gibt das Konzept der Freiheitsgrade. Als
Freiheitsgrade (engl.: degrees of freedom, oft df abgekiirzt) wird die Anzahl an Elementen
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Abbildung 4.2: Darstellung der asymptotischen Anndherung des Faktors 1/n an den Korrektur-
faktor 1/n-1 bei ansteigender Stichprobengréf3e n

aus einer Menge von Elementen bezeichnet, die frei variieren konnen, bzw. deren Wert frei
wiahlbar und nicht vordeterminiert ist.
Angenommen die folgenden Werte seien gegeben:

X1 X9 X3 X4 Xp Xe

1 5 4 2 ? ? x=3

Die Werte von x5 und x4 sind unbekannt. Fiir eines der beiden Elemente der Datenreihe kann
nun ein beliebiger Wert eingesetzt werden. Man hat also einen Freiheitsgrad, oder auch eine
freie Wahlmoglichkeit bei der Festlegung der Werte fiir die zwei Unbekannten in obiger Reihe
zur Verfiigung.

Angenommen man entscheidet sich, fiir x5 den Wert 5 einzusetzen. Durch diese Festlegung
sinkt die Anzahl der Freiheitsgrade auf df = 0. Da der Mittelwert der Datenreihe schon bekannt
ist, darf x4 ausschlief8lich den Wert 1 annehmen. Nur in diesem Fall gilt fiir obige Datenreihe:
X =3.

Bei der Schatzung der Populationsvarianz besitzt man statt n Freiheitsgraden lediglich n-1 Frei-
heitsgrade, also immer einen weniger als die Gesamtanzahl an Elementen. Dies liegt daran,
dass in die Schéitzung der Varianz bereits ein geschétzter Wert, ndmlich der Populationsmittel-

wert [i, eingeht und die Summe aller Abweichungen der n Werte von u immer null sein muss
(siehe Formel 4.4).

D i—mw=0 4.4
i=1

Daher kénnen n-1 Werte frei variieren. Der n-te Wert ist dagegen festgelegt, sofern die Aussage
der Formel 4.4 gelten soll.
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4.1.3 Standardfehler des Mittelwerts

Anhand der Abbildung 4.1.a lésst sich mithilfe der Streubreite der Stichprobenkennwertever-
teilungen abschitzen, wie oft man bei der Schitzung des Populationsmittelwertes y mithilfe
des Stichprobenmittelwertes x einer einzelnen Stichprobe ein falsches Ergebnis erhilt.

Bei grof3en Stichproben (z.B. n = 40) ist die Streuung der Stichprobenkennwerte wesentlich
geringer als bei kleinen Stichproben. Dementsprechend ist die Verschidtzungsgefahr von u auch
geringer.

Der Standardfehler des Mittelwerts ist ein Streuungsmalf’ der Kennwerteverteilung des Mittel-
werts. Er dient zur Einschédtzung, wie gut ein einzelner Mittelwert der Stichprobe mit Grof3e
n den Populationsparameter schiatzen kann, bzw. mit welcher Wahrscheinlichkeit und in wel-
chem Ausmal das arithmetische Mittel x der Stichprobe den Populationsmittelwert u iiber-
oder unterschatzt.

Die Breite der Stichprobenkennwerteverteilung des Mittelwerts ist dabei nicht nur von der
GrofSe der gezogenen Stichproben abhéngig, sondern auch von der Streubreite der Population,
gemessen mithilfe der Populationsvarianz o2 bzw. deren Standardabweichung o.

Der Standardfehler des Mittelwerts l4sst sich berechnen, indem man die Streuung an der Stich-

probengrolie relativiert:
Vo= \/ i b = (4.5)
oF =\ IW. Oz = 7 .

Der Standardfehler des Mittelwerts besitzt, bei hinreichend grof3em n, die selbe Aussagekraft
wie die Standardabweichung bei einer normalverteilten Variable: In dem Bereich von einer
Standardfehler-Abweichung links vom Mittelwert bis einer Standardfehler-Abweichung rechts
vom Mittelwert (u+1-o0y) liegen 68,27% der Werte.

In dem Bereich von zwei Standardfehler-Abweichungen links vom Mittelwert bis zwei Stan-
dardfehler-Abweichungen rechts vom Mittelwert (u £ 2 - o;) liegen 95,45% der Werte.

Im Englischen wird der Standardfehler oft mit SE (standard error) abgekiirzt.

4.2 Die Normalverteilung

Da die Normalverteilung, auch Glockenverteilung oder Gaul3-Verteilung genannt (nach dem
Mathematiker Carl Gauf3), einen wichtigen Stellenwert in der Inferenzstatistik einnimmt, soll
sie an dieser Stelle detaillierter erlautert werden.

Die Normalverteilung ist symmetrisch, wobei die Auslaufer links und rechts der Verteilung sich
der Abszisse (der x-Achse) asymptotisch anndhern. Wie bereits angesprochen befinden sich
eine Standardabweichung links und rechts des Mittelwerts 68,27% der Verteilung. Zwischen
dem Abstand u — 2 -0 und u+ 2 - o; liegen 95,45% der Verteilung. Im Bereich von drei
Standardabweichungen links und rechts des Mittelwerts liegen 99,73% der Verteilung.

Eine Normalverteilung mit Angabe der Abweichungsbereiche ist in Abbildung 4.3 dargestellt.
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Die Dichtefunktion der Normalverteilung ist in Formel 4.6 aufgestellt.

1 (=
= . 202 4.6
== (4.6)

e = eulersche Zahl (~ 2,718)

7o) 95,45%
Lo e
68,27%
e
o
o @ |
E o
o
e N
o
|
o
13,6% 13,6%
o
© T T T T T T T T 1
-30 -20 -1o 0 +10 +20 +30
Abstand vom Mittelwert

Abbildung 4.3: Die Normalverteilung mit dem Abweichungsmalfd o auf der Abszisse

4.2.1 z-Transformation

Aufgrund von Skalierungsunterschieden kénnen Normalverteilungen im Vergleich zueinan-
der unterschiedliche Breiten aufweisen. Bei Intelligenz geht man beispielsweise davon aus,
dass diese in der Population (z.B. der deutschen Bevolkerung) normalverteilt ist. [Q-Tests, die
versuchen Intelligenz messbar zu machen, benutzen teils unterschiedliche Skalierungen. Der
Mittelwert von IQ-Tests liegt meist bei 100, wobei manche Tests eine Standardabweichung von
10 Intelligenzpunkten, andere von 15 festlegen.

Wiirde man die Verteilungen von Intelligenztests unterschiedlicher Skalierung in einer Abbil-
dung vergleichen, wére die Verteilung eines Intelligenztests mit groer Standardabweichung
(z.B. 15 IQ-Punkte), breiter und flacher im Gegensatz zu Verteilungen von Tests mit kleiner
Standardabweichung (z.B. 10 IQ-Punkte).

Um nun zwei Personen, bei denen unterschiedliche IQ-Tests mit unterschiedlicher Skalierung
angewandt wurden, in ihrer Intelligenzauspragung vergleichen zu konnen, kann man sich
eines Tricks bedienen: man standardisiert die Werte mithilfe der z-Transformation.

Fiihrt man die z-Transformation bei allen empirischen Werten durch und folgen die empi-
rischen Werte einer Normalverteilung, so geht diese Verteilung in eine Standardnormalver-
teilung iiber. Die Standardnormalverteilung ist definiert als eine Normalverteilung mit dem
Mittelwert O und einer Standardabweichung von 1.
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Bei der z-Transformation wird schlicht die Differenz eines gemessenen Wertes vom Mittelwert
an der Standardabweichung relativiert (siehe Formel).

bzw. gz; = “4.7)

S o

Z; =

Angenommen Person A (x;) erreichte einen IQ von 110 bei einem IQ-Test mit einem Mittel-
wert von 100 und einer Standardabweichung von 10. Person B (x,) erreichte einen IQ von
112 bei einem IQ-Test mit einem Mittelwert von 100 und einer Standardabweichung von 15.
Die beiden Punktwerte sind aufgrund der unterschiedlichen Skalierung der Tests nicht direkt
vergleichbar.

Berechnen wir die z-Werte beider Personen, so sehen wir, dass Person B mit einem z-Wert von
2, = 0, 8 eine schlechtere Leistung erbrachte als Person A mit einem z-Wert von z; = 1.

Beide liegen mit ihren Intelligenzgotienten iiber dem Durchschnitt. Person B erreicht jedoch
einen IQ der eine Standardabweichung iiber dem Durchschnitt liegt, wéhrend Person A nur
ein 4/5 einer Standardabweichung tiber dem Mittelwert liegt.

4.2.2 Konfidenzintervalle

Anhand der z-Transformation und der Standardnormalverteilung lassen sich auch auf einfache
Weise so genannte Konfidenzintervalle errechnen. Ein Konfidenzintervall, auch Vertrauensin-
tervall genannt, ist ein Wertebereich, in dem mit einer gewissen Sicherheit ein Einzelwert liegt.
Zieht man ein Stichprobe, so lassen sich mithilfe der Stichprobenkennwerte die Populations-
parameter i und 62 schitzen. Wir wissen jedoch nicht, ob iiberhaupt und inwieweit der Stich-
probenmittelwert den Populationsmittelwert représentiert.

Zwar ist der Mittelwert im Durchschnitt erwartungstreu, doch setzt man einen Stichproben-
mittelwert mit dem Populationsmittelwert gleich, so kann man bei dieser so genannten Punkt-
schitzung auch weit daneben liegen.

Anhand der Schatzung des Standardfehlers der Stichprobenkennwerteverteilung lasst sich je-
doch ein Vertrauensintervall berechnen, welches angibt, in welchem Bereich und mit welcher
Wahrscheinlichkeit der tatsachliche Mittelwert u liegt.

Beispiel

Angenommen das arithmetische Mittel einer hinreichen grofden Stichprobe (n=30) betrage
x=12,5. Die Varianz der Stichprobe liegt bei s?=4. Die hinreichend groRe Stichprobe gewihr-
leistet, dass wir davon ausgehen konnen, dass der gezogene Mittelwert aus einer anndhernd
normalverteilten Stichprobenkennwerteverteilung stammt.

Wir schédtzen nun den Populationsmittelwert (i, aufgrund der Erwartungstreue des Mittelwerts-
mal, auf 12,5. Dies Punktschitzung ist uns allerdings zu ungenau und fehleranfillig.
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Daher schétzen wir die Populationsvarianz und den Standardfehler des Mittelwerts folgender-
mallen:

n 30
6 =5 =4 o5 =414
n—1

52

Oz =
Mithilfe dieser Werte l&sst sich ein Konfidenzintervall definierter Grofse errechnen. Angenom-
men wir wollen wissen, in welchem Bereich der wahre Mittelwert y mit einer Wahrschein-

lichkeit von 95% liegt, so lassen sich Ober- und Untergrenze dieses Bereichs iiber folgende
Formeln errechnen:

=0,38

(4.8)
Obere Grenze = 0G =X 422 - G 4.9

2

Untere Grenze =UG =X —%a - &

NI
=i

Der z-Wert aus obiger Formel ist jener Wert der z-Verteilung, der an den beiden Grenzen liegt,
die wir fiir unser Intervall festgelegt haben. Der kleine griechische Buchstabe alpha symboli-
siert den Anteil der z-Verteilung, der nicht in unserer Vertrauensintervall mit aufgenommen
wird. In unserem Fall sind dies die duf3eren 5%.

Diese 5% teilen sich auf in die dufleren 2,5% der Verteilung auf der linken Seite und die
dulleren 2,5% rechts von der z-Verteilung (daher «/2).

Schaut man in einer z-Tabelle nach, in der die Dichteanteile der Verteilung angegeben sind
(z.B. im Bortz), so findet man bei dem Dichtewert 0,025 (also die Schwelle bei der sich die
dulleren 2,5% der Verteilung aufkumuliert) einen z-Wert von -1,96. Aufgrund der Symmetrie
der z-Verteilung liegen die extremsten 2,5% der Werte hinter dem z-Wert 1,96.

Wir errechnen nun das 1,96-fache einer Standardfehler-Abweichung und ziehen dies vom
Stichprobenmittelwert ab, um die untere Grenze unseres Vertrauensintervalls zu errechnen:

UG=12,5-1,96-0,38=12,5—-0,745=11,78
So errechnen wir auch die obere Grenze des Intervalls:
0G=12,54+1,96-0,38=12,5+0,745=13,25

Unser Konfidenzintervall liegt also zwischen 11,78 und 13,25. Wir konnen nun von der Punkt-
schiatzung zu einer Intervallschiatzung iibergehen und mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%
annehmen, dass der wahre Populationsmittelwert u irgendwo im Bereich von 11,78 und 13,25
liegt.

Die Bedeutung von Konfidenzintervallen lisst sich anhand von Abbildung 4.4 verdeutlichen.
Angenommen in Abbildung 4.4 ist die Kennwerteverteilung fiir einen Mittelwert u dargestellt.
Man zieht aus dieser Population nun zufillig eine Stichprobe und erhélt den Mittelwert x.

Wiirde man sich auf eine Punktschitzung verlassen, so ldge man in diesem Fall recht weit da-
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neben. Der Stichprobenmittelwert liegt iiber eine Standardfehler-Abweichung iiber dem tat-
sichlichen Mittelwert.

Berechnet man jedoch ein Vertrauensintervall der Grofde z+1, 96, so sieht man, dass der wahre
Mittelwert tatsédchlich in diesem Bereich liegt.
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Abbildung 4.4: Darstellung eines 95%-Konfidenzintervalls um den Mittelwert x
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4.A Aufgaben

inhaltliche Aufgaben

1.

> W

o X N o U

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.

20.
21.
22.

Was bedeutet der Ausdruck ,Inferenzstatistik“ und welche Fragen lassen sich mithilfe
der Inferenzstatistik beantworten?

Was ist der Unterschied zwischen der Inferenz- und Deskriptivstatistik?

Was ist eine Stichprobe? Was eine Population?

Welche Faktoren beeinflussen, wie gut eine Stichproben die Population reprasentiert?
Was versteht man unter dem Begriff , Stichprobenkennwerteverteilung“?

Was besagt das zentrale Grenzwerttheorem?

Wie sind Mittelwerte um u verteilt?

Was versteht man unter einer Normalverteilung?

Was ist die Standardnormalverteilung? Welche Eigenschaften weist die Standardnormal-
verteilung auf?

Was ist die z-Verteilung?

Wie grof3 ist die Flache der z-Verteilung?

Welcher z-Wert teilt die Flache unter der Verteilung in zwei gleich grof3e Halften?
Welche Wahrscheinlichkeitsaussage lasst sich mit diesem Wert verbinden?

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, einen z-Wert zwischen -1 und +1 zu erhalten?
Wie hidngen u und X zusammen?

Was versteht man unter Erwartungstreue eines Kennwertes, was unter Effizenz?

Was ist der Standardfehler des Mittelwerts? Welche Aussagen lassen sich mithilfe dieses
Kennwertes treffen?

Wie lasst sich eine Normalverteilung in eine Standardnormalverteilung umwandeln?

In einer Klinik findet ein Forschungsprojekt statt, bei dem man herausfinden will, ob
ein neues Antidepressivum wirkt. Die Wirksamkeit wird an der Dauer in Tagen bis zum
Erreichen eines bestimmten Wertes im BDI (Becks Depressions Inventar) gemessen. Ver-
glichen werden die Ergebnisse der mit dem Antidepressivum behandelten Patienten mit
der durchschnittlichen Dauer bis zum Erreichen des festgelegten Wertes bei Depression
ohne Behandlung. Definiere die Stichprobe und die Population. Was entspricht yu und x?

Was ist ein Konfidenzintervall?
Erstelle eine schrittweise Anleitung zur Berechnung eines Konfidenzintervalls.

Wie errechnen sich die Grenzen eines 50% Konfidenzintervall fiir einen Stichprobenmit-
telwert?
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praktische Aufgaben

1. Wie grof3 ist i bei einem Stichprobenmittelwert von ¥ = 12 und einer Stichprobengrof3e
von n = 100?

2. Wie grof3 ist & bei einer Stichprobengréfe n = 10 und einer Stichprobenvarianz von
2
§¢=9,6?

3. In einer Zufallsstichprobe mit n = 20 Messwerten hat man folgende Daten erhoben:

X3 X3 X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9 Xjo

100 150 130 130 78 90 99 145 123 119

X111 X2 X33 X314 X35 X316 X317 X138 X319  Xpo
83 134 97 70 171 89 114 104 94 81

Wie grof3 ist die Stichprobenvarianz, das arithmetische Mittel, die geschétzte Populati-
onsvarianz und der Standardfehler des Mittelwertes?

4. In einer Stichprobe (n = 100) wurde eine Varianz von s2=368,37 ermittelt. Wie groR ist
der Standardfehler des Mittelwerts?

5. Errechne bitte das 95%ige Konfidenzintervall fiir folgende Mittelwerte:
a) X =85,s*=11,n=50
b) X =60, s%=6,n=>50
Konnten die beiden Stichproben aus der selben Population gezogen worden sein?
6. Bei einem Fragebogen zur Einstellung gegeniiber Hundehaltung auf Bauernhoéfen mit

einer Skala von 1 = ,Absolut dagegen“ bis 20 = , Absolut dafiir“ hat man 30 Personen
befragt und folgende Werte erhalten:

X7 X3 X3 X4 X5 X X7 Xg X9 Xjp

14 13 16 19 17 17 8 4 16 18

X11 X2 X13 X14 X35 X316 X317 X183 X319 Xpo
19 15 15 13 17 19 5 7 5 16

X21 Xz Xp3 Xpq4 Xp5 X6 Xg7 Xog X9 X3p
7 3 19 5 10 11 10 13 8 3

In welchem Bereich liegt mit 99%iger Wahrscheinlichkeit der Populationsmittelwert?
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4.3 inferenzstatistische Tests

4.3.1 Der z-Test

Der z-Test, so wie er hier besprochen wird, setzt voraus, dass die Population sowie deren
Kennwerte bekannt sind. Da dies selten der Fall ist, ist der z-Test vorrangig von theoretischem
Interesse, da sich an ihm die Logik inferenzstatistischer Tests gut veranschaulichen l&sst.

Mithilfe der z-Transformation lésst sich einschitzen, wie weit einzelne Messwerte vom Mittel-
wert entfernt sind, indem die Skalierung auf den Mittelwert O bei einer Standardabweichung
von 1 normiert wird.

Beim z-Test wird im Prinzip auch eine z-Transformation durchgefiihrt. Doch statt einen Mess-
wert an den Verteilungsparametern zu relativieren, wird ein gezogener Stichprobenmittelwert
ins Verhéltnis zu dem tatséchlichen Populationsmittelwert und derem Standardfehler gesetzt.
Der daraus resultierende z-Wert gibt an, wie weit ein gezogener Stichprobenmittelwert vom
Populationsmittelwert entfernt ist, gemessen in Standardfehler-Abweichungen.

Die Formel fiir den z-Wert dhnelt daher sehr der obigen Formel der z-Transformation:

(4.10)

Da wir wissen, dass bei hinreichen groem n die Stichprobenkennwerteverteilung von gezo-
genen Mittelwerten normalverteilt ist, konnen wir einschitzen wie wahrscheinlich es ist, dass
der Mittelwert der Population entstammt.

Liegt ein gezogener Mittelwert beispielsweise drei Standardfehler-Abweichungen vom tatséch-
lichen Populationsmittelwert entfernt, so konnen wir mit relativer Sicherheit sagen, dass es
ziemlich unwahrscheinlich ist, dass die Stichprobenwerte aus der uns bekannten Population
gezogen wurden.

statistische Signifikanz

Um zu entscheiden, ab wann man sich dafiir entscheidet, die Hypothese abzulehnen, dass der
Stichprobenmittelwert der Population entstammt, haben sich wissenschaftliche Konventionen
entwickelt. Ein Mittelwert gilt dann als bedeutsam verschieden vom Populationsmittelwert,
wenn die Wahrscheinlichkeit, dass er aus der Population stammt, kleiner als 5% ist. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Mittelwert aus einer anderen Population stammt, die sich in ihrer
Verteilung von der uns bekannten wesentlich unterscheidet, ist in diesem Fall viel grof3er.
Man sagt dann, der Mittelwert unterscheidet sich signifikant vom Populationsmittelwert (signi-
fikant von lat.: bedeutsam oder bezeichnend). Ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Mittelwert
einer bekannten Population entspringt, kleiner als 1%, so spricht man von einem hoch signifi-
kanten Ergebnis.

Die Grenze, ab der man davon ausgeht, dass der Mittelwert nicht aus der bekannten Population
stammt, wird auch Signifikanzschranke oder akzeptierte Irrtumswahrscheinlichkeit bezeich-
net. Wenn man hundert Stichproben ziehen wiirde, und alle Mittelwerte dieser Stichproben
wiirden in dem dufderen 5% Bereich liegen, so wiirde man sich wahrscheinlichkeitstheoretisch
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in ungefahr fiinf Féllen irren; Bei fiinf Stichproben wiirde man irrtiimlicherweise davon aus-
gehen, dass die Stichprobenwerte nicht aus der Population gezogen wurden, was jedoch eine
Fehlentscheidung war. Dagegen wire in 95 Féllen die Entscheidung richtig.

einseitige versus zweiseitige Testung

Bei den meisten inferenzstatistischen Tests legt man vorher fest, ob man einseitig oder zwei-
seitig testen will. Dies hdngt damit zusammen, ob man eine gerichtete oder eine ungerichtete
Hypothese formuliert. Bei einer ungerichteten Hypothese geht man davon aus, dass der Stich-
probenmittelwert sich vom Populationsmittelwert unterscheidet. Man wei® jedoch nicht, ob
dieser signifikant hoher oder niedriger als der Populationsmittelwert ist.

Bei gerichteter Hypothese hat man aufgrund von Vorannahmen oder bereits vorliegenden For-
schungsergebnissen die Vermutung, dass der Stichprobenmittelwert sich nicht nur bedeutsam
vom Populationsmittelwert unterscheidet, sondern auch in welche Richtung er sich unterschei-
det, also entweder signifikant grofSer oder kleiner ist.

Da die Irrtumswahrscheinlichkeit in beiden Fillen nur 5% betragen soll, wird bei der einseiti-
gen Testung der dulderst rechte oder linke Bereich, der 5% der Verteilung umfasst, festgelegt
und der z-Wert an dieser Stelle als Schwellenwert oder kritischer z-Wert definiert, der von dem
durch Formel 4.10 errechneten, so genanntem empirischen z-Wert iiberschritten werden muss,
um von einem signifikanten Ergebnis sprechen zu kénnen.

In Abbildung 4.5.a ist der Bereich dargestellt, in dem der empirische z-Wert eines Stichproben-
mittelwertes liegen muss, unter Annahme der Hypothese, dass dieser signifikant grof3er ist als
der Populationsmittelwert.

In Abbildung 4.5.b sind links und rechts von der Verteilung die jeweils dufseren 2,5% darge-
stellt. Damit wird auch bei zweiseitiger Testung eine Fehlerwahrscheinlichkeit von insgesamt
5% akzeptiert. Der empirische z-Wert eines Stichprobenmittelwerts muss demnach entweder
iiber 1,96 oder unter -1,96 liegen. Diese beiden Werte sind demnach die kritischen z-Werte bei
zweiseitiger Testung und einer akzeptierten Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%.

Hypothesen

Ublicherweise wird vor der Durchfiihrung eines inferenzstatistischen Tests das Signifikanzni-
veau festgelgt, symbolisiert durch den kleinen griechischen Buchstaben alpha (a). Des Wei-
teren werden die formalen Hypothesen aufgestellt. Das Signifikanzniveau liegt, wie bereits
angesprochen, iiblicherweise bei a=5% oder a=1%.

Hypothesen werde entweder gerichtet oder ungerichtet aufgestellt. Gerichtete Hypothesen
werden dann formuliert, wenn man nicht nur einen Mittelwertsunterschied, sondern auch
dessen Richtung postuliert. Ungerichtete Hypothesen werden dann aufgestellt, wenn man le-
diglich einen Mittelwertsunterschied vermutet, ohne zu wissen in welche Richtung.

Bei gerichteter Hypothese wird einseitig, bei ungerichteter Hypothese dagegen zweiseitig ge-
testet.

Bei der formalen Aufstellung von Hypothesen unterscheidet man meist zwei Einzelhypothesen:
Die Nullhypothese (Hy) und die Alternativhypothese (H).

Die Nullhypothese trifft bei ungerichteten Hypothesen dann zu, wenn der Stichprobenmittel-
wert sich, im Fall des z-Tests, nicht bedeutsam vom Populationsmittelwert unterscheidet. Die
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Abbildung 4.5: z-Verteilung und Bereich der dufieren 5% der Verteilung bei (a) einseitiger
Testung und (b) zweiseitiger Testung

Alternativhypothese gilt dann, wenn der z-Wert des Stichprobenmittelwerts sich in einem der
dulleren Bereiche befinden, die jeweils die dufleren 2,5% der Verteilung ausmachen (siehe
4.5.b). Es gilt dann: yg # u,; wobei u, der Mittelwert der Population und y, ein unbekannter
Parameter einer unbekannten Population ist, dessen Verteilung sich von der bekannten Popu-
lation unterscheidet.

Die formale Schreibweise der Hypothesen bei einem z-Test sieht folgendermal3en aus:

Hg @ o =y
Hy:po #
(ungerichtete Hypothesen)

Bei gerichteten Hypothesen wird dagegen die Richtung des Unterschieds angegeben:

Hy @ po = g
Hy : o < g
(gerichtete Hypothesen)

In diesem Fall wird definiert: Der Mittelwert der gezogenen Stichprobe stammt aus einer Po-
pulation dessen Mittelwert u, signifikant grof3er ist als der Mittelwert der Ausgangspopulation
uo (Alternativhypothese).

Die Nullhypothese dagegen sagt aus, dass der gezogene Mittelwert sich nicht von dem Popu-
lationsmittelwert unterscheidet oder signifikant kleiner ist.
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Alpha- und Beta-Fehler

Angenommen die rechte Verteilung in Abbildung 4.6 (durchgezogene Linie) ist die z-trans-
formierte Stichprobenkennwerteverteilung des Mittelwerts einer uns bekannten Population.
Die linke Verteilung (gestrichelte Linie) ist eine Alternativverteilung (die unter realen Bedin-
gung unbekannt ist).
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Abbildung 4.6: Darstellung der Alpha- und Beta-Fehlerproblematik

Wir ziehen nun eine Stichprobe und errechnen den Mittelwert X;. Wir wissen nicht, ob diese
Werte der Stichprobe aus der Verteilung der HO-Population oder der H1-Population stammt.
Da der z-Wert dieses Mittelwerts allerdings weit von dem Populationsmittelwert u, entfernt
liegt und wir eine a-Fehlerwahrscheinlichkeit von 5% akzeptieren (grauer Bereich), nehmen
wir an, die Werte dieser Stichprobe stammen aus der Alternativverteilung. Die Wahrschein-
lichkeit, dass die Stichprobenwerte aus der H1-Verteilung stammen ist weitaus grofer als die
Wabhrscheinlichkeit, dass sie aus der HO-Verteilung stammen. Dennoch kénnen wir uns bei die-
ser Entscheidung irren. Dies ist das so genannte Alpha-Fehlerrisiko; also jenes Risiko, dass
wir uns fiir die H1-Hypothese entscheiden (die Werte stammen aus einer anderen als der HO-
Population), obwohl die Werte tatsadchlich aus der HO-Population gezogen wurden und die
weite Entfernung des Stichprobenmittelwerts von u, reiner Zufall war.

Angenommen wir ziehen eine Stichprobe mit dem Mittelwert x,. Aufgrund unseres a-Fehler-
niveaus wiirden wir uns dafiir entscheiden, dass dieser Wert nicht aus einer Alternativvertei-
lung stammt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist geringer als die Wahrscheinlichkeit, dass die
Werte aus der HO-Verteilungen gezogen wurden.

Dennoch liegt der z-Wert von X, noch innerhalb des schraffierten Bereichs. Es ist durchaus
moglich, dass die Stichprobenwerte der H1-Verteilung (gestrichelte Linie) angehoren.

Dies ist das so genannte Beta-Fehlerrisiko; also jene Gefahr, sich fiir die HO-Hypothese zu ent-
scheiden, obwohl die Werte tatsichlich aus einer alternativen H1-Verteilung gezogen wurden.

Im Falle von X, kdnnte man das Beta-Fehlerrisiko verringern, indem man die Alpha-Schranke
oder die akzeptierte Alpha-Fehlerwahrscheinlichkeit erhoht, also den grauen Bereich in Abbil-
dung 4.6 erweitert.
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Die Wahrscheinlichkeit, dass man X, irrtimlicherweise der HO-Population zuordnet, wird da-
mit also geringer. Im Gegenzug steigt jedoch die Wahrscheinlichkeit, dass man die Werte von
X, falschlicherweise der H1-Population zurechnet, obwohl sie eigentlich der HO-Population
angehoren.

Diese Dilemma ist als Alpha- und Beta-Fehlerproblematik bekannt. Die beiden Fehlerarten
bedingen sich gegenseitig; erh6ht man das akzeptierte Alpha-Risiko von beispielsweise 5% auf
10%, so steigt das Risiko einen so genannten Fehler erster Art zu begehen (Alpha-Fehler). Man
entscheidet sich fiir die H1, obwohl die HO gilt.

Umgekehrt steigt die Wahrscheinlichkeit zweiter Art (Beta-Fehler), verringert man die akzep-
tierte Irrtumswahrscheinlichkeit von beispielsweise 5% auf 1%. Die Gefahr hierbei ist, dass
man sich fiir die HO entscheidet, obwohl die Stichprobenwerte aus einer anderen Verteilung,
als der HO-Verteilungen entstammen.

Aufgrund des Beta-Fehlerrisikos ist es auch nicht moglich aufgrund eines insignifikanten Ergeb-
nisses auf dem 5%-Niveau darauf zu schlief3en, dass die Stichprobenwerte der HO-Population
angehoren. Um zu testen, ob ein Mittelwert aus einer bekannten Population stammt, muss das
Alpha-Risiko erhoht werden, um das Beta-Fehlerrisiko moglichst zu minimieren. Es gibt aller-
dings fiir diesen Fall keine strengen verbindlichen Konventionen, welches Alpha-Niveau man
fiir diesen Fall festlegen sollte, da die Alternativverteilung meist unbekannt ist und daher auch
die GréRe des Uberschneidungsbereichs der Verteilungen nicht bekannt ist.
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4.B Aufgaben

inhaltliche Aufgaben

1.

2.

10.

11.

Wozu wird die Verteilungsfunktion der Normalverteilung herangezogen?

Bestimmte mithilfe einer z-Werte Tabelle ...
a) wie grof3 die Fléche ist, die bei der Standardnormalverteilung zwischen z = +1 und
z = -1 liegt.
b) wie grol? die Flache ist, die bei der Standardnormalverteilung zwischen z = +3 und
z = oo liegt.
¢) wie grof3 die Fldche ist, die bei einer Standardnormalverteilung zwischen z = -1,5
und z = 2 liegt.

. Welche z-Werte trennen ...

a) jeweils die dul’ersten 5% rechts und die dul3ersten 5% links ab?
b) die 5% extremsten Werte ab? (5% auf beide Seiten verteilt)

c) jeweils die dufdersten 1% rechts und die dufBersten 1% links ab?
d) die 1% extremsten Werte ab?

Wann wird ein z-Test gerechnet?

. Welche Schritte werden bei der Berechnung eines z-Tests durchgefiihrt?

Was ist eine Null- und was eine Alternativhypothese?

Ein Krebsforscher arbeitet an einem neuen Medikament und vergleicht es mit dem im
Moment marktfithrenden Medikament. Wie sehen wahrscheinlich seine Hypothesen aus?
Formuliert diese bitte in je einem Satz und statistisch (besser = héhere Werte).

. Was ist der a- und der 3-Fehler? Wie hiangen sie zusammen?

. Wieso ist die 3-Fehlerwahrscheinlichkeit meistens unbekannt?

Wann stellt man gerichtete, wann ungerichtete Hypothesen auf?

Was ist eine einseitige, was eine zweiseitige Testung? Was passiert dabei mit der a-
Fehlerwahrscheinlichkeit?

praktische Aufgaben

1.

Ein musikpadagogischer Forscher mochte die Fragestellung untersuchen, ob Kinder, die
ein Musikinstrument beherrschen, emotional weniger labil sind als der Durchschnitt.
In der Population von Kindern sei ein durchschnittlicher Neurotizismuswert von y =
50 bei einer Populationsstreuung von o = 20 bekannt. Der Musikpddagoge findet in
einer Stichprobe von 40 klavier- und fltespielenden Kindern einen durchschnittlichen
Neurotizismuswert von ¥ = 40 (s = 15). Leider weil er nicht, ob man aufgrund dieser
Stichprobendaten tatsichlich sagen kann, dass musizierende Kinder generell emotional
stabiler sind.
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Fiihre einen z-Test durch, um diese Frage inferenzstatistisch zu iiberpriifen, sowohl bei
einem Fehlerniveau von a = 1% als auch einer Irrtumswahrscheinlichkeit von a = 5%.
Formuliere dabei die Hypothesen sowohl inhaltlich als auch statistisch.

2. Esist bekannt, dass die durchschnittliche Korpergrol3e der Deutschen 1,72m ist, die Stan-
dardabweichung betragt 10cm. Es soll nun geklart werden, ob die Menschen, die in der
Néahe einer Chemiefabrik leben, hochsignifikant von der Durchschnittsgrof3e abweichen,
bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von a = 1%.

Hier die Daten der Versuchspersonen:

Proband 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Groe 1,75 1,63 1,85 1,52 1,71 1,76 1,87 1,68 1,68 1,84

Proband 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Grofle 1,67 1,65 1,74 1,60 1,72 1,72 1,77 1,57 1,60 1,80

Proband 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
GroBe 1,68 1,65 1,78 1,89 1,48 1,73 1,69 1,57 1,67 1,80
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4.3.2 Der t-Test fiir unabhangige Stichproben

Bei den meisten empirischen Untersuchungen ist weder die HO-Population noch eine Alter-
nativpopulation bekannt. Der z-Test ist daher oft nicht anwendbar. Stattdessen liegen in der
experimentellen Psychologie typischerweise Daten von zwei Probandengruppen vor. Die Grup-
pen unterscheiden sich beispielsweise darin, unter welcher experimentellen Bedingung sie
wéhrend eines psychologischen Experiments beobachet oder getestet wurden.

Nun gilt es herauszufinden, ob die Gruppen sich signifikant, also statistisch bedeutsam, in der
erhobenen Merkmalsausprdgung unterscheiden. Ist ein signifikanter Mittelwertsunterschied
vorhanden schliel$t man daraus, dass die Probanden der einen Gruppe einer Merkmalsvertei-
lung angehoren, die sich von der Verteilung des Merkmals der zweiten Gruppe bzw. deren
Population unterscheidet.

Da keine Populationsparameter bekannt sind, wird zunéchst die Hypothese aufgestellt, dass
die beiden Stichproben aus derselben, unbekannten Population stammen.

Unter dieser Annahme gilt:

Hy : uq =
(Nullhypothesen)

Eine Alternative zu der Nullhypothese wire, dass die Probanden zwischen den Gruppen sich
in ihrer Merkmalsausprdagung bedeutsam unterscheiden, also verschiedenen Populationen an-
gehoren, deren Verteilungsparameter u sich unterscheidet:

Hy @y # U
(ungerichtete Alternativhypothese)

Gilt die HO Hypothese, so sollte die Differenz von X; und X, relativ gering sein, da ja gilt: u; =
U,. Eine grofRe Differenz der beiden Parameter (relativiert an der Streuung) wire dagegen
hochst unwahrscheinlich. In diesem Fall wire die Alternativhypothese plausibler.

Nach dieser Logik geht der t-Test vor. In Abschnitt 4.1.1 wurde die Entstehung der Stichproben-
kennwerteverteilung fiir den Mittelwert beschrieben. Eine dhnliches Simulationsexperiment
lieBe sich mit den Differenzwerten von Stichproben errechnen; dabei zieht man jeweils zwei
Stichproben der GréRe n aus einer Population und errechnet die Differenz der Mittelwerte
dieser beiden Stichproben. Diesen Vorgang wiederholt man beispielsweise tausend mal und
erhélt eine Verteilung, die als t-Verteilung bekannt ist.

Allerdings gibt es ,die“ t-Verteilung streng genommen nicht. Wie man in Abbildung 4.1 sehen
kann, unterscheiden sich Kennwerteverteilungen je nach Stichprobengrol3e in ihrer Streubrei-
te.

Bei der t-Verteilung wird dem Rechnung getragen. Je nach Grof3e der Stichproben bzw. der zur
Verfiigung stehenden Freiheitsgrade ist die t-Verteilung unterschiedlich breit (siehe Abbildung
4.7). Wie man anhand von Abbildung 4.7 erkennen kann, néhert sich die t-Verteilung bei
groer werdendem n (bzw. df) der z-Verteilung an.

Dies hat den Vorteil, dass man bei grof3en Stichproben (ungefdhr n;+n, >30) fiir den kri-
tischen Grenzwert statt einem t-Wert sich einem z-Wert (wie in 4.3.1 besprochen) bedienen
kann.
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Abbildung 4.7: Darstellung einer z-Verteilung im Vergleich zu verschiedenen t-Verteilungen
unterschiedlicher Freiheitsgrade

Mithilfe der t-Formel lasst sich nun errechnen, an welcher Stelle der t-Verteilung jener em-
pirische t-Wert liegt der sich bei der Differenz der Stichprobenmittelwerte relativiert an der
Standardfehler-Abweichung der Differenzwerte-Verteilung ergibt:

% — X
f=—1 -2 (4.11)
O(2,-%)

Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein solcher t-Wert bei geltender HO-Hypothese vorkommt, 14sst
sich nun an der t-Verteilung ablesen. Legt man eine Irrtumswahrscheinlichkeit von a=5% fest
und mochte die HO-Hypothese wiederlegen, so muss der t-Wert, der sich anhand der empiri-
schen Daten errechnete, iiber dem kritischen t-Wert liegen, der sich allerdings je nach Stichpro-
bengrofie bzw. Freiheitsgraden verdndert, aufgrund der sich &ndernden Breite der t-Verteilung.

In Abbildung 4.7 ist dies dargestellt. Bei df=2 muss ein kritischer t-Wert von 2,92 iiberschritten
werden (siehe grauen Bereich), um mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% (einseitig)
behaupten zu konnen, die Mittelwerte der beiden Stichproben unterscheiden sich statistisch
bedeutsam. Dagegen reicht bei df=20 ein Wert grofler als t=1,725 bereits aus, um von einem
signifikanten Ergebnis zu sprechen.

Das bedeutet, dass bei kleinen Stichproben grof3ere Mittelwertsunterschiede (relativ zur Streu-
ung) gefunden werden miissen, um einen signifikanten Unterscheid festzumachen, da bei klei-
nen Stichproben ein grof3er Mittelwertsunterschied mit hoherer Wahrscheinlichkeit durch rei-
nen Zufall entstehen kann, wéahrend bei grof3en Stichproben ein groRer Mittelwertsunterschied
aufgrund von Zufall weniger wahrscheinlich ist.

Die fiir einen t-Test zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade errechnen sich tiber:

df = (Tll + nz) -2 (412)
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Es gehen zwei Freiheitsgrade verloren, da in die Schétzung von & (5, _,) zwei geschétzte Werte
eingehen; die jeweils geschitzten Populationsvarianzen of und 0%.

Der Standardfehler der Differenzverteilung von ¥; und X, lasst sich bei gleich groen Stich-
proben (n;=n,) folgendermaf3en schitzen:

- (4.13)

Bei ungleich grof3en Stichproben (n,#n,) werden die geschitzten Populationsvarianzen durch
die jeweils zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade gewichtet:

— = (4.14)

i (n,—1)-62+(ny—1)-62 [1 1
O(3,—5%,) = .
fam) (n =D+ (1 — 1) o

Vorraussetzungen des t-Tests

Die t-Verteilung ist auch bei wenigen Freiheitsgraden normalverteilt (siehe Abbildung 4.7). Wie
man aber in Abbildung 4.1 sehen kann, sind Kennwerteverteilungen bei kleinem n keineswegs
normalverteilt. Sie folgen stattdessen ungefahr der Verteilung der Population.

Dass t-Verteilungen bei kleinem n dennoch normalverteilt sind, hdngt mit einer Annahme zu-
sammen, die mit dem t-Test verbunden ist. Der t-Test geht davon aus, dass die Stichproben aus
normalverteilten Grundgesamtheiten stammen.

Diese Vorraussetzung kann oft nicht tiberpriift werden, da die Grundgesamtheit bzw. Grund-
gesamheiten nicht bekannt sind. In der Praxis wird diese Bedingung daher oft vernachlassigt
oder schlicht ignoriert, was bei grof3en Stichproben auch weniger problematisch ist, da hier die
Kennwerteverteilung unabhingig der Populationsverteilung sich annéhernd normalverteilt.
Bei kleinen Stichproben sollte dagegen lieber auf ein so genanntes nonparametrischens Ver-
fahren, wie den Mann-Whitney U-Test, ausgewichen werden. Nonparametrisch bedeutet ver-
teilungsfrei. Der U-Test stellt keine Bedingung an die Verteilung der Daten bzw. der Population.
Der t-Test ist dagegen ein parametrisches Verfahren.

Des Weiteren miissen die Werte bzw. die dahinter liegenden gemessenen Merkmalsauspragun-
gen, wie auch im z-Test, dquidistant zueinander sein. Dies ist nur gewéahrleistet auf Intervall-
oder Verhéltnisskalenniveau.

Neben der Verteilungsannahme und dem Skalenniveau setzt der t-Test voraus, dass, unter-
scheiden sich die zugrunde liegenden Grundgesamtheiten in ihrem MaR der zentralen Tendenz
signifikant, diese sich in ihrer Varianz zumindest anndhernd gleichen.

Ist die Streuung der Werte der einen Population weitaus grofser oder kleiner als die Streuung
der zweiten Population, ist diese Bedingung verletzt und das Ergebnis des t-Tests verliert an
statistischer Validitat (Giiltigkeit), was zu Fehlurteilen fithren kann.

Die Varianzhomogenitédtsbedingung kann mit einem weiteren statistischem Testverfahren {iber-
priift werden: dem F-Test. Beim F-Test, konzipiert von dem Statistiker Ronald A. Fisher, wird
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die geschétzte Populationsvarianz der einen Stichprobe an der geschétzten Populationsvarianz
der zweiten Stichprobe relativiert:

C%
Forp = —
emp 2
:2

(4.15)

Hierbei wird im Zahler die grofdere, im Nenner stets die niedrigere Populationsvarianz einge-
setzt.

Der F-Test besitzt jeweils df; = n;-1 und df; = n,-1 Freiheitsgrade, da pro Stichprobe jeweils
die Schétzung der Populationsvarianz in den F-Bruch eingeht.

Sind die geschétzten Populationsvarianzen der beiden Stichproben gleich, so ergibt sich ein
F-Wert von 1. Je weiter der F-Wert von 1 entfernt ist, desto unwahrscheinlicher ist es, dass die
tatsichlichen Populationsvarianzen gleich sind.

Wir stellen also die Hypothesen folgendermaf3en auf:

.2 2
Hy:01 < 0%

.2 2
H,:01{ >0}
Diese sind, im Falle der Uberpriifung einer Voraussetzungsverletzung des t-Tests, stets gerich-
tet, da beim F-Bruch in obiger Formel nur Werte grof3er 1 errechnet werden konnen, setzt man
im Nenner die groRere geschétzte Populationsvarianz ein.

Auch die F-Verteilung trigt der wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegung Rechnung, dass
grofRe Varianzunterschiede bei kleinen Stichproben 6fter aufgrund des Zufalls auftreten, wah-
rend dies bei groRen Stichproben unwahrscheinlicher ist. Daher dndert sich auch die F-Verteil-
ung je nach Anzahl der Freiheitsgrade. In Abbildung 4.8 ist dies verdeutlicht.
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Abbildung 4.8: Darstellung der F-Verteilung in Abhéngigkeit der Stichprobengrof3en bzw. der
zur Verfiigung stehenden Freiheitsgraden
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Wihrend bei Stichprobengréf3en von n; = 51 und n, = 51 (df; = 50 und df, = 50) die
F-Verteilung annidhernd normalverteilt ist und ein bedeutsamer Unterschied sich schon bei
einem F-Wert grof3er als 1,6 einstellt, beginnen die dulleren 5% der F-Verteilung mit jeweils 2
Freiheitsgraden (also jeweils drei Messwerten pro Stichprobe) erst bei einen F-Wert von 5,05.

Will man einen t-Test rechnen, so ist Varianzhomogenitat eine Bedingung fiir ein valides Ergeb-
nis. Von Varianzhomogenitit kann dann mit héherer Wahrscheinlichkeit ausgegangen werden,
wenn das Ergebnis des F-Tests nicht signifikant ist, sich also kein grofer F-Wert aus obiger
Formel (relativ zur F-Verteilung) errechnet.

Ist der empirische F-Wert grof3er als der kritische F-Wert, der die akzeptierte Irrtumswahr-
scheinlichkeit angibt (meist a=5%), so muss man stattdessen von Varianzheterogenitit aus-
gehen. In diesem Fall sollte man wiederum auf ein nonparametrisches Verfahren ausweichen,
um die Bedeutsamkeit eines Mittelwertsunterschied statistisch valide zu priifen.
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4.C Aufgaben

inhaltliche Aufgaben

1.

2.

Was ist der Grundgedanke des t-Tests?

Wie verandert sich die t-Verteilung in Abhéingigkeit der Stichprobengrofien? Warum?

. Warum ist die Normalverteilung der Populationswerte eine Vorraussetzung des t-Tests?

Wann ist diese Vorraussetzung zu vernachlassigen?

Welches Skalenniveau miissen die Daten mindestens haben, damit sie sich mithilfe eines
t-Tests vergleichen lassen?

. Welche Vorraussetzung hat der t-Test noch? Wie lasst sich diese testen?

Warum macht es keinen Sinn beim F-Test zweiseitig zu testen?

Wie errechnen sich die Freiheitsgrade beim t-Test? Wie beim F-Test?

. Wie dndert sich die F-Verteilung bei wachsenden Stichprobengrof3en? Welche Konse-

quenz hat dies fiir den kritischen F-Wert und die Varianzdifferenz zweier Stichproben?

praktische Aufgaben

1.

Zur Uberpriifung der Fragestellung, ob die Einnahme eines bestimmten Medikamentes
die durchschnittlichen Schlafzeiten verldngert, wurden 32 Versuchspersonen per Zufall
einer Versuchs- und einer Kontrollgruppe zugeordnet. Fiir die Versuchsgruppe (n = 16)
ergaben sich ein Mittelwert von 9 Zeiteinheiten und einer geschétzten Standardabwei-
chung von &,= 4, fiir die Kontrollgruppe (n = 16) ein Mittelwert von 7 Zeiteinheiten
und eine Standardabweichung von &,= 3. Beurteile bitte die eingangs gestellte Frage
bei einem Risiko von 5%.

. Ein Psychologiestudent hat in einer Zeitung iiber eine Studie gelesen, in der gefunden

wurde, dass selbststindige Unternehmer eine bessere Allgemeinbildung haben als Stu-
denten. Um die Ehre der Studierenden zu retten, will er untersuchen, ob dieses Ergebnis
eventuell auf das hohere Lebensalter (und damit auf mehr Lebenserfahrung) der Unter-
nehmer im Vergleich zu den Studierenden zuriickgefiihrt werden kann. Unten sind die
Altersangaben der beiden Stichproben aufgefiihrt, die der Psychologiestudent freundli-
cherweise vom Autor der Studie erhalten hat:

Studierende 22 23 31 35 25 27 25 28 23 21 42 24
Unternehmer 26 31 38 29 39 29 45 57 31 46 43 38

Von Normalverteilung der Daten in der Population kann ausgegangen werden. Unter-
scheiden sich die Studierenden und die Unternehmer hinsichtlich des Alters (¢=0,05)?

. Es wird vermutet, dass das Bildungsniveau den Termin der 1. Schwangerschaft bei Frau-

en beeinflusst. Bei zwei Stichproben von jeweils 121 Frauen wurde das Alter erhoben, in
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dem sie erstmals ein Kind gebaren. Die erste Stichprobe (n;) umfasste Frauen, die maxi-
mal einen Realschulabschluss nachweisen konnten, Frauen der zweiten Stichprobe (n,)

besalBen dagegen alle die Hochschulreife. Folgende deskriptivstatistischen Kennwerte
wurden ermittelt:

)21:18,5 6'1:5,8 )_('2:20,7 (3'2:6,6

Priife inferenzstatistisch, ob zwischen den beiden Stichproben bedeutsame Unterschiede

beziiglich des Alters bestehen, mit dem erstmals ein Kind geboren wurde. Von Normal-
verteilung des Merkmals kann ausgegangen werden.

ANOVA: ANALYS'S OF VALUE The test involves computation of the F'd ratio:

1S YOUR RESEARCH WORTH ANYTHING? sum(people who care

about your research)
Developed in 1912 by E——

am i Fd =
geneticist R.A. Fisher, the wastin world population
Analysis of Value is a my Time:-

powerful statistical tool
designed to test the

This ratio is compared to the F distribution
significance of one’s work.

with I-1, N, degrees of freedom to determine a
p(in your pants) value. A low p(in your pants)
value means you're on to something good
Significance is determined by comparing (though statistically improbable).

one's research with the Dull Hypothesis:

Type /Il Errors

Ho DR E My ? The Analysis of Value must be used carefully
to avoid the following two types of errors:
where, Type I:  You incorrectly believe your
Ho: the Dull Hypothesis research is not Dull.
My significance of your research Type Il:  No conclusions can be made.
A . Good luck graduating.
W, - significance of a monkey typing
randomly on a typewriter in a
forast where no one hears it. Of course, this test assumes both Independence
and Normality on your part, neither of which is
WWW.PHDCOMICS.COM likely true, which means it's not your problem.
JORGE CHAM © 2007
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4.3.3 Der t-Test fiir gepaarte Stichproben

Beim t-Test fiir gepaarte Stichproben, auch t-Test fiir abhéngige Stichproben genannt, sind die
Messwerte der einen Stichprobe nicht unabhingig von denen der zweiten Stichprobe. Statt-
dessen liegen Wertpaare vor. Dies ist zum Beispiel der Fall bei Untersuchungen mit Messwie-
derholung. Dabei wird ein Merkmal x mehrmals bei einem Proband i gemessen. x;; und x,;
korrelieren dabei typischerweise miteinander.

Wertpaare, die abhingig voneinander sind, entstehen jedoch nicht nur bei Messwiederholungs-
designs. Sobald Stichproben nach einem bestimmten Kriterium ,,gematcht“ werden, entsteht
die fiir einen gepaarten t-Test charakteristische Abhédngigkeit der Werte.

Beispiel:

Angenommen man stellt die Theorie auf, dass erstgeborene Geschwister autonomer sind als
zweitgeborene, weil Erstgeborene 6fter und frither Verantwortung in der Familie iibernehmen
miissen.

Will man diese Theorie empirisch untersuchen, so konnte man Geschwisterteile beispielsweise
mit einem standardisierten Fragebogen untersuchen, welcher versucht den Grad an Autonomie
zu erfassen.

In Tabelle 4.1 ist ein Datensatz wie er aus einer solchen Untersuchung sich hitte ergeben
konnen dargestellt. In den Spalten sind die Daten von jeweils zwei Geschwisterpaaren ent-
halten, wobei die Spalte x; den erreichten Punktwert in dem Fragebogen des erstgeborenen
Geschwisters, die Spalte x, den erreichten Punktwert des zweitgeborenen Geschwisters an-
gibt. Die Skala des Fragebogens besitzt einen Minimalwert von null und einen Maximalwert
von 20, wobei ein niedriger Wert eine geringe Autonomie-Auspragung kodiert und umgekehrt.

Beim t-Test fiir gepaarte Stichproben werden nun Differenzwerte aus den Wertpaaren errech-
net, wie geschehen in der dritten Zeile der unteren Tabelle. Der Index d steht fiir Differenz.
Wie man sehen kann liegen die meisten Werte im positivem Bereich. Auch der Mittelwert der
Differenzwerte i, liegt im positiven Bereich. Dies deutet rein deskriptiv darauf hin, dass sich
das erstgeborene Geschwisterteil tendenziell als autonomer beschrieb relativ zum zweitgebo-
renem Geschwisterteil.

Dieser Trend lasst sich mithilfe von Abbildung 4.9 darstellen. Die Datenpunkte in der Ab-
bildung entsprechen den Wertpaaren aus Tabelle 4.1. Die durchgezogene Linie ist nicht zu
verwechseln mit einer geschétzten Regressionsgeraden. Die Linie symbolisiert vielmehr die
Verteilung der Werte, die man unter Annahme der HO Hypothese annehmen wiirde. In diesem
Fall sollten die Geschwisterpaare jeweils den selben Punktwert in dem Fragebogen erreichen.
Stattdessen liegen viele Datenpunkte {iber der Geraden, woraus man eine positive Differenz
ableiten kann.

Die eingangs beschriebene Theorie iiber Autonomie bei Geschwisterpaaren wurde gerichtet
formuliert. Dementsprechend werden in unserem Beispiel auch die HO-Hypothese und die
Alternativhypothese in formalisierter Schreibweise gerichtet aufgestellt:

Hy:ug <0 (4.16)
Hy:uz>0 4.17)
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16

12

erstgeborenes Geschwisterteil

0 4 8 12 16 20
zweitgeborenes Geschwisterteil

Abbildung 4.9: Darstellung der Wertpaare mit ,,Erwartungsline” unter Annahme der HO

Tabelle 4.1
Beispieldatensatz mit 20 Wertpaaren

x 6 13 17 6 16 7 16 6 15 12 13
Xy 4 9 16 6 18 7 11 3 15 16 8

Xg(x;—%) 2 4 1 0 2 0 5 3 0 4 5

X, 5 8 11 9 17 10 13 9 8
X, 5 9 6 4 19 14 15 7 2

Xg(X;—%,) 0 -1 5 5 -2 -4 -2 6 x;=1,15

N

Wie beim t-Test fiir unabhéngige Stichproben lésst sich auch beim t-Test fiir abhéingige Stich-
proben ein t-Wert errechnen, den man mithilfe der t-Verteilung auf Signifikanz priift;

Xq— U
t=d d

Xg

(4.18)

[o)

Da wir u4 unter der HO-Hypothese einen Wert von null (oder kleiner) erwarten, verkiirzt sich
die Formel folgendermaf3en:

t=

—fi (4.19)

Oz,
Wiirden wir eine nummerisch klar definierte Differenz erwarten, so konnte man diese fiir uy
auch einsetzen. Dies wiirde beispielsweise Sinn machen, wenn man die Auswirkung eines Kon-
zentrationstrainings auf die Leistung in einem IQ-Test testen will. Man konnte zunéchst einen
IQ-Test bei den Probanden durchfiihren, anschliefend das Konzentrationstraining, und da-
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nach wiederum einen IQ-Test. Die verbesserte Leistung im zweiten IQ-Test konnte durch einen
reinen Ubungseffekt entstanden sein, der nichts mit dem Konzentrationstraining zu tun hat.
Angenommen man hat aus fritheren Untersuchungen herausgefunden, dass dieser Ubungsef-
fekt sich in 5 IQ-Punkten niederschligt. So kénnte man unter der HO eine generelle Differenz
von 5 IQ Punkten annehmen und fiir u, in obige Formel 5 einsetzen. Erst Differenzen dariiber
hinaus wiirden als bedeutsam erachtet werden und mit der Auswirkung des Konzentrations-
training in Verbindung gebracht werden.

Der Standardfehler der Mittelwerte der Differenzen 6, lasst sich folgendermal3en schétzen:

(4.20)

(4.21)

Zu beachten hierbei ist, dass n der Anzahl der Messwertpaare entspricht, also der Wertemenge
von x4 und nicht der Wertemenge von x; und xs.

Der kritische t-Wert, also jener Wert der t-Verteilung, welcher die extremsten 5% bzw. 1% von
dem Rest der Verteilung trennt, ldsst sich wie beim t-Test fiir unabhéngige Stichproben mithilfe
einer t-Werte Tabelle ablesen. Hierbei ist wieder zu beachten, ob ein- oder zweiseitig getestet
werden soll.

Die Freiheitsgrade ergeben sich aus der Anzahl der Messwertpaare n minus 1.

Beim t-Test fiir abhédngige Stichproben gelten die selben Vorraussetzung wie beim t-Test fiir
unabhéngige Stichproben.
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4.D Aufgaben
inhaltliche Aufgaben

1. Wann rechnet man einen t-Test fiir abhingige Stichproben?

praktische Aufgaben

1. Errechne mithilfe der angegeben Formeln und den Beispieldaten, ob erstgeborene Ge-
schwister angeben eine signifikant hohere Auspréagung in dem Merkmal Autonomie zu
haben als ihre zweitgeborenen Geschwister («=0,05). Von Intervallskalenniveau der Da-
ten und Normalverteilung in der Population kann ausgegangen ausgehen.

2. In einer Untersuchung zu figuralen Nachwirkungen sollten 25 Versuchsteilnehmer zu-
nédchst den Durchmesser eines schwarzen Kreises auf weillem Hintergrund schétzen.
Anschliefend mussten sie einen einen grof3eren Kreis eine Minute lang fixieren. Nach
dem Verschwinden der Figur wurde wieder der urspriingliche, kleinerer Kreis an glei-
cher Stelle prasentiert. Dieser Kreis sollte nun wiederum hinsichtlich seines Durchmes-
sers geschitzt werden. Erwartet wurde, dass die Durchmesserschitzungen nun deutlich
geringer ausfallen wiirden.

Folgende Differenzen (Vorher — Nachher in Millimetern) wurden ermittelt:

-2 10 0 9 2 7 0 4 -2 0 17 12 -3

557 0312 40 8 1 -2

a) Beschreibe die Stichprobenverteilung auf der Basis eines Box-Whiskers-Plots.

b) Priife die Hypothese inferenzstatistisch (a¢=0,05). Von intervallskalierten Werten
und Normalverteilung in der Population kann ausgegangen werden.

3. Der leitende Psychologe einer Reha-Klinik mochte nachweisen, dass die von ihm an-
gewandte Biofeedback-Therapie dauerhaft zu Blutdrucksenkungen bei Patienten mit es-
sentieller Hypertonie fiihrt. Zu Beginn der klinischen Therapie und 6 Monate nach deren
Abschluss werden die folgenden systolischen Blutdruckwerte erhoben (von intervallska-
lierten Daten kann ausgegangen werden). Priife inferenzstatistisch, ob die Erwartungen
bestatigt werden konnen (a = 5%).

VNr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vorher 170 180 172 176 176 176 172 178 182 164
Nachher 168 172 162 170 158 166 168 152 164 172

VpNr 11 12 13 14 15

Vorher 174 192 174 168 184
Nachher 174 160 174 172 174




KAPITEL 4. INFERENZSTATISTIK 101

4. Ein padagogischer Psychologe nimmt an, dass freies Arbeiten in der Schule die Freude
am Unterricht erhoht. Er ldsst daher in verschiedenen Schulen fiinfte Klassen die Lehr-
kraft auswéhlen, bei der der Unterricht am meisten bzw. am wenigsten Spaf$ macht und
misst anschliefend in den entsprechenden Schulstunden, wie viele Minuten pro Stunde
freie Aufgaben gemacht werden. Er erhélt folgende Werte (4+ und — stehen jeweils fiir
die beste/schlechteste Lehre):

Unterricht 5a+ 5a- 5b+ 5b- 5¢+ 5¢c- 5d+ 5d-
freie Arbeit (Min./Std) 20 5 10 11 5 45 15 0

Unterricht 5e+ 5e- 5f+ 5f- 5g+ 5g- 5h+ 5h-
freie Arbeit (Min./Std) 7 1 12 3 22 6 18 12

Was kann er iiber seine Hypothese auf 5%-Niveau sagen?

YOUR SHRINKING SENSE OF HUMOR  #Rom creecy To Geeiy N JusT Saven YeARS

BEFORE GRAD SCHOOL: AFTER GRAD SCHOOL:

nerd content of
N jokes you find
funny

i popula-
able of
ding joke

WWW.PHDCOMICS.COM
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4.3.4 Der Mann-Whitney-U-Test

Ist eine der Vorraussetzungen des t-Tests verletzt, so kann man auf alternative Testverfahren
ausweichen. Im Falle von unabhéingigen Stichproben wére der so genannte Mann-Whitney-U-
Test eine Alternative, benannt nach den Statistikern Henry Mann und Donald Whitney sowie
Frank Wilcoxon (daher wird der U-Test auch manchmal Mann-Whitney-Wilcoxon-Test genannt
- kurz: MWW-Test).

Der U-Test stellt keine Verteilungsannahme iiber die Daten auf und gehdért daher zu der Ka-
tegorie der so genannten nonparametrischen Verfahren. Dariiber hinaus verliert der U-Test
auch bei Varianzheterogenitit nicht an statistischer Validitdt. Die Daten miissen allerdings auf
Ordinalniveau vorliegen.

Vergleicht man zwei unabhéngige Stichproben auf Intervallskalenniveau, bei denen keine Vari-
anzhomogenitit gegeben ist (signifikantes Ergebnis beim FE-Test) so wire eine Moglichkeit, die
Daten auf Ordinalniveau ,runter zu brechen” (vgl. Abschnitt 1.2.5) und einen U-Test durchzu-
fiihren.

Beim U-Test nach Mann und Whitney wird getestet, ob sich die Rénge in ihre Grol3e iiber-
wahrscheinlich ungleich auf die Gruppen verteilen (ungerichtet formuliert). Die Hypothesen
im ungerichteten Fall werden folgendermafien aufgestellt:

Hy:E(Ry) = E(R,) (4.22)
Hl . E(Rl) # E(Rz) (4.23)

wobei E(R) fiir den Erwartungswert der Rangmittelwerte steht

Zur Berechnung eines empirischen U-Wertes werden zunéchst die Rangsummen T; und T, fiir
die beiden Stichproben seperat errechnet. In die U-Formel wird nun immer der kleinere T-
Wert eingesetzt, also jener T-Wert der Stichprobe, bei der in der Summe weniger grofse Ringe
vorhanden sind. In der unteren Formel wire das der T-Wert der ersten Stichprobe.

ny-(n;+1)

U:Tl 9

(4.24)

Berechnet man auch einen U-Wert fiir die zweite Stichprobe, deren Rangsumme gréRer ist, so
erhilt meinen einen U-Wert. Vergleicht man U und U’, so lasst sich schon deskriptiv feststellen,
ob iiberhaupt ein Unterschied zwischen den Gruppen in ihren Rangsummen besteht. Verteilen
sich die Rénge in ihrer Grof3e gleichméRig auf die beiden Gruppen, so gilt: U = U’.

ny-(ny,+1
UZTZ‘% (4.25)

Rechnet man sowohl U als auch U’ aus, so lassen sich auch Rechenfehler leicht iiberpriifen, da
auf jeden Fall gelten muss:

U+U=n; ny (4.26)
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In manchen U-Test Tabellen kann die Hohe der Fehlerwahrscheinlichkeit bei gegebenem n, n,
und U direkt abgelesen werden. Liegt diese Fehlerwahrscheinlichkeit unter 0,05, so wiirde man
die Alternativhypothese annehmen, vorausgesetzt man akzeptiert eine Irrtumswahrscheinlich-
keit von a = 5%.

Liest man die Fehlerwahrscheinlichkeit in einer Tabelle direkt ab, so muss man darauf achten,
ob die angegeben Werte sich auf eine zweiseitige oder einseitige Testung beziehen. Angenom-
men die Wahrscheinlichkeitswerte beziehen sich auf eine einseitige Testung, so muss man die
Fehlerwahrscheinlichkeit verdoppeln, wenn man zweiseitig testen will, da in diesem Fall die
akzeptierte Irrtumswahrscheinlichkeit sich auf beide Seiten der Verteilung verteilt (siehe Ab-
bildung 4.5).

Zieht man eine U-Tabelle heran, in der statt der Fehlerwahrscheinlichkeit ein kritischer U-Wert
bei festgelegtem a-Niveau angegeben ist, so wird die H1-Hypothese dann akzeptiert, wenn
gilt:

Upmp < Urie = H1 (4.27)

Dies ist genau kontrar zu den bisher besprochenen Tests. Ist der empirische U-Wert nach Formel
4.24 Kleiner als der kritische U-Wert aus der U-Tabelle, so verteilen sich die Range ungleich-
maéalig auf die beiden Gruppen.

Dies wird Kklarer, setzt man den U-Wert aus Formel 4.24 in eine z-Formel ein:

(4.28)

Einen z-Wert zu errechnen ist erst bei grof3eren Stichproben legitim (n; oder n, > 10), da erst
dann die theoretisch moglichen z-transformierten Rangwerte U anndhernd um den Wert ug;
normalverteilt sind.

Fiir (i errechnen wir die groStmogliche Zahl an Rangvermischungen:

ny-ny
2

py = (4.29)
U entspricht also fi;; wenn die Rénge der beiden Stichproben (relativ zur Stichprobengrof3e)
sich gleichmalig verteilen (wenn n; = n, gilt U = iy wenn T; = T,).

Der Standardfehler des U-Wertes & ; errechnet sich folgendermaf3en:

R ny-ny-(ny+ny,+1)
oUz\/ 12 112 2 (4.30)

Der kritische Wert, den es zu {iberschreiten gilt, soll die Alternativhypothese bestitigt werden,
ist nun je nach Stichprobengrdf3e der t- oder z-Verteilung zu entnehmen. Bei n; + ny > 50
sind die theoretisch moglichen U-Werte bei geltender HO-Hypothese anndhernd standardnor-
malverteilt (also z-verteilt), so dass auf die z-Tabelle zuriickgegriffen werden kann.

Bei n; + ny, < 50 sollte eine t-Tabelle zur Ermittlung der kritischen Grenze bei gegebenem
a-Niveau herangezogen werden.
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4.E Aufgaben
inhaltliche Aufgaben
1. Wann wird ein U-Test gerechnet?

2. Welche Verteilungstabellen kann ich zur Bestimmung des kritischen U-Wertes heranzie-
hen? Unter welchen Bedingungen entscheide ich mich fiir welche Verteilungstabelle?

praktische Aufgaben

1. Es werden zwei Trainingsformen fiir stotternde Kinder verglichen. Nach dem Training
wird in jeder Gruppe die durchschnittliche Anzahl von Versprechern pro Stunde erho-
ben. Es stellt sich heraus, dass die erhobenen Daten stark von der Normalverteilung
abweichen.

Transformiere die Daten, sodass sie auf Ordinalniveau vorliegen.

Unterscheiden sich die Trainings signifikant voneinander?

Gruppe 1 13,9 32,2 17,5 17,4 28,7 38,7 17,9 20,8 12,5 324
Gruppe 2 24,5 22,7 26,5 23,9 40,6 41,1 46,1 31,2 354 414

2. Es wird vermutet, dass Zimmerpflanzen das allgemeine Wohlbefinden steigern. Ein Psy-
chologe vergleicht dazu das allgemeine Stressniveau von Menschen, die keine Zimmer-
pflanzen besitzen, mit Personen, die mehr als drei Pflanzen in ihrem Zimmer haben. Als
Indikator fiir Stress wird der Gehalt von Stresshormonen im Blut gemessen (in mg/1001).
Dabei stellt sich heraus, dass der Stresshormonspiegel nicht der Normalverteilung ent-
spricht. Priife die Signifikanz der Ergebnisse.

Mehr als drei Pflanzen 10 75 8 12 15 6,5 7 6
Keine Pflanzen 12 11 18 9 13 5,5 13,5 17

Seminar _ Relevance x Food
Appeal ~

(Distance)?

WWW,.PHDCOMICS.COM
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4.3.5 Der Chi-Quadrat Test

Mithilfe des Chi-Quadrat Test (abgekiirzt: y2-Test) lisst sich iiberpriifen, ob sich die Haufigkeit
des Auftretens einer Merkmalsauspragung iiberzufillig zwischen Gruppen unterscheidet. Der
% %-Test kommt also dann zur Anwendung, wenn Daten auf Nominalniveau vorliegen.

Der )(2-Test ist, ahnlich wie der U-Test, auch anwendbar bei Daten, die auf einem hoéheren
Skalenniveau vorliegen. Diese Daten miissen jedoch dann in das Nominalniveau transformiert
werden, indem man beispielsweise Wertkategorien bildet (vgl. Abschnitt 2.3.1).

eindimensionaler Chi-Quadrat Test

Man verwendet eindimensionale y2-Methoden, wenn man Héufigkeitsunterschiede auf den
verschiedenen Stufen eines Merkmals analysieren will.

Beispiel: Bei der Messung der Auftretenshiufigkeit eines Merkmals oder einer Merkmals-
auspriagung konnte man als weitere Variable das Geschlecht mit den Stufen mé&nnlich und
weiblich erfassen. Daraus wiirde sich folgende Haufigkeitstabelle ergeben:

ménnlich weiblich
Haufigkeit a b

Die Hypothesen werden im ungerichteten Fall beim y2-Test folgendermafen aufgestellt:

Hy : pij = pipj (4.31)

Wobei unter Annahme der HO gilt: Die Wahrscheinlichkeit p fiir die Auftretenswahrscheinlich-
keit der Merkmalsauspragung i entspricht der Auftretenswahrscheinlichkeit p fiir die Merk-
malsauspragung j, wihrend in der Alternativhypothese postuliert wird, dass die Einzelwahr-
scheinlichkeiten p; und p; fiir das Auftreten einer Merkmalsauspragung i bzw. j sich unter-
scheiden.

Die erwartete Haufigkeit fiir obiges Beispiel, unter Annahme der HO, wire, dass sowohl bei
Ménnern als auch bei Frauen gleich oft das Merkmal bzw. die Merkmalsausprédgung x beob-
achtet wird;

_ iy T Hhe

> (4.33)

fe

b = beobachtete Haufigkeiten
b(1) = beobachtete Haufigkeit in dem Merkmal méannlich
b(2) =beobachtete Haufigkeit in dem Merkmal weiblich
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Die erwarte Haufigkeit wird in der y2-Formel mit der tatsichlichen Haufigkeit in Beziehung
gebracht:

—Zk: o) = fep))? (4.34)

fe(i)

k = Anzahl der Stufen des Merkmals (oben: Geschlecht; k = 2)

Der empirische y2-Wert wird nun mit dem kritischen y? verglichen, wobei sich der kritische y2
je nach akzeptierter Irrtumswahrscheinlichkeit verdandert. Der eindimensionaler Chi-Quadrat
Test orientiert sich an der y2-Verteilung mit einem Freiheitsgrad, da nur ein Haufigkeitswert
frei variieren kann.

mehrdimensionaler Chi-Quadrat Test

Mehrdimensionale y2-Methoden werden dann eingesetzt, wenn man Hiufigkeitsunterschiede
auf den verschiedenen Stufen mehrerer Merkmale analysieren will.

Beispiel: Bei der Messung der Auftretenshaufigkeit eines Merkmals oder einer Merkmals-
auspriagung werden als weitere Variablen die Konfession mit den Stufen evangelisch und ka-
tholisch und das Alter mit den Kategorien alt und jung erfasst. Es ergibt sich folgende Hau-
figkeitstabelle mit den Héufigkeiten a, b, ¢ und d im Merkmal x, die miteinander verglichen
werden konnen:

katholisch evangelisch
jung a b
alt c d

Bei zwei Merkmalen mit jeweils zwei Auspridgungen ergibt sich ein Vierfelder-Schema und
die Wahrscheinlichkeit einer Gleichverteilung der Haufigkeiten iiber die Merkmale hinweg
lasst sich mithilfe des Vierfelder-y2-Test errechnen. Die Hypothesen werden dabei wie oben
aufgestellt.

Der empirische jy2-Wert errechnet sich iiber Formel 4.35.

2 _ n-(ad — bc)? 13
* _(a+b)(c+d)(a+c)(b+d) (4.35)

Die HO Hypthese wird dann verworfen, wenn bei festgelegtem a-Niveau gilt;
Xemp > Xiric (4.36)

Auch der Vierfelder-y 2-Test besitzt nur einen Freiheitsgrad. Nur eine Merkmalshéufigkeit kann
frei variieren. Ist beispielsweise die Haufigkeit der Merkmalskombination jung und katholisch
auf einen Wert festgelegt, so sind alle weiteren Haufigkeiten von diesem Wert abhangig.
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4.F Aufgaben
inhaltliche Aufgaben
1. Wann rechnen man einen y2-Test?
2. Was sind eindimensionale, was mehrdimensionale y2-Methoden?

3. Wieviel Dimensionen kann man mithilfe eines y2-Tests vergleichen?

praktische Aufgaben

1. In einer Kundenbefragung bei Douglas an n=1000 Kunden wurde festgestellt, dass 740
der befragten Personen Frauen waren und der Rest Médnner. Handelt es sich hier um eine
signifikante Differenz?

2. Was wiirde sich an der Berechnung in der oberen Aufgabe dndern, wenn die Fragestel-
lung lautete, ob sich das Verhéltnis, mit dem Frauen und Ménner bei Douglas einkaufen
gehen von dem unterscheidet, mit dem Frauen sonst im Verhiltnis zu Madnnern einkau-
fen (dieses Verhaltnis betrage 3:1)?

3. Eine Untersuchung in einem Betrieb wurde die Arbeitszufriedenheit und die Zugehorig-
keit zu einer Altersgruppe erhoben. Die Tabelle zeigt die Ergebnisse:

Alter < 40 Alter > 40
eher zufrieden 200 65
eher unzufrieden 100 65

Unterscheiden sich jiingere und altere Beschiftigte hinsichtlich der Arbeitszufriedenheit
statistisch bedeutsam?

4. Brieftrager werden héufig von Hunden gebissen. Im letzten Jahr trugen von 700 Brieftra-
gern, die gebissen wurden, 290 lange Hosen und 410 kurze Hosen. Ist dies ein statistisch
bedeutsamer Unterschied?
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4.3.6 Relevanz von Mittelwertsunterschieden

Nach der Logik der hier besprochenen Signifikanztests sind auch kleine Unterschiede zwischen
Stichproben statistisch signifikant, ist die Stichprobe hinreichend grof3.

Das Unterschiede statistisch bedeutsam sind, bedeutet daher nicht, dass sie auch praktisch re-
levant sind. Man fand beispielsweise heraus, dass Sduglinge, die mit der Flasche aufgezogen
wurden, spéater bei IQ-Tests durchschnittlich um ein bis zwei IQ-Punkte schlechter abschnei-
den als Sauglinge, die von der Mutter gestillt werden. Dieser Unterschied war statistisch be-
deutsam, da eine relativ groRe Stichprobe zur Uberpriifung dieses Unterschieds herangezogen
wurde.

Dieser sehr kleine Unterschied ist von keiner grofden praktischen Relevanz. Die Erndhrungswei-
se im Sauglingsalter ist keine sehr ertragreiche Variable zur Erklarung von unterschiedlichen
Leistungen in IQ-Tests im spédteren Alter.

Der Statistiker Jacob Cohen hat daher einen Koeffizienten vorgeschlagen, mit dem man die
praktische Relevanz von Mittelwertsunterschieden einschétzen kann. Der Koeffizient ergibt
sich aus der Differenz der Mittelwerte zweier Stichproben, relativiert an der Streuung beider
Stichproben;

d=_—"< (4.37)

/ (s%-i—s%)
2

Cohens d gibt die relative Stérke eines Effektes an und wird daher auch als Effektstdrkemal}
bezeichnet. Nach Cohen gilt ein d < 0,3 als kleiner Effekt, ein d zwischen 0,31 und < 0,8 gilt
als mittlerer Effekt und ein d > 0,8 ist nach Cohen’s Definition ein grof3er Effekt.

4.3.7 Zusammenfassung

Die hier besprochenen Signifikanztest zur Uberpriifung von Unterschiedshypothesen unter-
scheiden sich darin, auf welchem Skalenniveau die Daten vorliegen miissen. Dariiber hinaus
stellen manche Tests Verteilungsannahmen {iiber die Daten auf, sowie Annahmen iiber die Di-
spersion der Daten in der Population.

In Abbildung 4.10 ist ein Entscheidungsbaum dargestellt, der dabei helfen kann, welcher Test
bei welchen Annahmen und Skalenniveaus statistisch valide Ergebnisse liefert bei der Beur-
teilung von der Bedeutsamkeit von Unterschieden zwischen Stichproben, wobei der Wilcoxon
Rangsummentest und der McNemar-Test hier nicht besprochen wurde, der Vollstdndigkeit hal-
ber aber mit aufgenommen wurde.

4.4 Signifikanz von Korrelationen

Neben der statistischen Bedeutsamkeit von Unterschieden zwischen zwei Stichproben lésst
sich auch die statistische Bedeutsamkeit von Zusammenhéngen errechnen. Angenommen die
Population zweier Variablen sei bekannt. Des Weiteren ist bekannt, dass diese zwei Variablen
nicht miteinander korrelieren. Wiirde man nun tausend mal Wertpaare der Gréf3e n aus beiden
Populationen ziehen und jeweils Korrelationskoeffizienten errechnen, so wiirden sich diese
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metrisches Skalenniveau

Intervall- / Verhaltnisskalenniveau

nicht normalverteilt

normalverteilt

Varianz-
heterogenitat

unabhangig

abhangig

F-Test

Varianz-
homogenitat

\ 4

t-Test fiir unabhangige
Stichproben

t-Test fiir abhangige
Stichproben

Ordinalniveau

Nominalniveau

unabhangig abhangig unabhangig abhangig
v A\ 4 A\ 4 A\ 4
Mann-Whitney U-Test Wilcoxon Rangsummentest Chi-Quadrat Test McNemar Test

nonparametrische Tests

Abbildung 4.10: Entscheidungsbaum fiir inferenzstatistische Testverfahren
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Korrelationskoeffizienten um den Nullpunkt t-verteilen. Bei n > 30 wiirde diese t-Verteilung
ungefahr einer z-Verteilung entsprechen.

Mit dem Wissen dartiiber, wie sich Korrelationskoeffizienten bei einem solchen Zufallsexperi-
ment verteilen, ldsst sich entscheiden, ob ein einzelner Korrelationskoeffizient einer Stichprobe
der Grolde n sich statistisch bedeutsam von 0 verschieden ist.

Die Hypothesen werden dabei wie in Formel 4.37 und 4.38 aufgestellt, wobei p (griechisches
rho) fiir den wahren Korrelationskoeffizient in der Population steht.

Hy:p=0 (4.38)
Hy:p#0 (4.39)

Der empirische t-Wert l&sst sich folgendermalien errechnen:

rvn—2
t= — (4.40)

V1-r12

Um einzuschitzen, wie wahrscheinlich es ist, dass ein solcher t-Wert unter Annahme der HO
auftritt, wird wie beim t-Test die t-Verteilung herangezogen. Wobei die t-Verteilung df = n-
2 Freiheitsgrade besitzt. Bei grollem n (ungefihr n > 30) kann man auch die z-Verteilung
heranziehen.

Legt man einen kritischen t-Wert fest, also einen Schwellenwert, iiber und unter dem der pro-
zentuale Anteil der Verteilung liegt, den man als Irrtumswahrscheinlichkeit akzeptiert (bezo-
gen auf eine zweiseitige Testung), so wird, wie beim t-Test, die HO-Hypothese dann abgelehnt,
wenn der empirische t-Wert, {iber (bzw. unter) dem kritischen Wert liegt.

Der Korrelationskoeffizient der Stichprobe gilt dann als statistisch bedeutsam. Die Wahrschein-
lichkeit, dass dieser durch reinen Zufall entstanden ist und die wahre Korrelation p der beiden
Variablen 0 ist, ist so gering, dass man eher die H1 annehmen kann.
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4.G Aufgaben
inhaltliche Aufgaben

1. Warum werden Korrelationen auf Signifikanz gepriift?

2. Wie geht man bei der Signifikanzpriifung von Korrelation vor? Erstelle eine schrittweise
Anleitung.

praktische Aufgaben

1. In einer Stichprobe von 23 maénnlichen Personen zeigt sich ein Zusammenhang zwi-
schen den Variablen , Anzahl der gerauchten Zigaretten“ und ,, Anzahl der getrunkenen
Flaschen Bier“ von r = 0,49. Uberpriife die Hypothese, dass es auch in der Gesamtpopu-
lation der Médnner einen Zusammenhang zwischen den Variablen ,Anzahl der gerauchten
Zigaretten“ und ,,Anzahl der getrunkenen Flaschen Bier“ gibt (Signifikanzniveau a = 5%
und a = 1%).

2. In einer Stichprobe (n = 17) wurde ein Zusammenhang von r = .51 gefunden. Ist das
ein signifikanter Zusammenhang bei einem a von 10%?

Ya
YES! | ACTUALLY GOT = r OH, MAN...
| DID 1T ALL THQEIN‘ZMN -?-lgb
SUFFE! aea [
IT WORKSY I&/AQTSOME‘S 591 MOMENTS LIKE

THESE THAT MAKE
T ALL WORTH (T

| CANT
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A Statistik mit dem Taschenrechner

Die folgenden Erlduterungen zur Berechnung von statistischen Kennwerten mit dem Taschen-
rechner beziehen sich auf das Modell FX-350MS der Marke Casio. Sie sollten auch fiir Zhnliche
Modelle von Casio funktionieren. Bei Taschenrechner anderer Hersteller konnen die Tastenbe-
zeichnungen und Eingaberoutinen von den hier beschriebenen abweichen.

Mittelwert und Standardabweichung

Uber die Taste gelangt man in ein Menii, in dem man verschiedene Modi einstellen
kann. Bei zweimaligem Drucken der -Taste erscheint an zweiter Stelle der Modus SD,
den man mit Driicken der aktivieren kann.

Nun lassen sich Daten in den Speicher eingeben, indem man die Zahlen der Reihe nach eingibt
und zwischendrin die Taste (fiir Data) driickt. Das DT ist ein wenig versteckt; Es befindet
sich blau gedruckt unter der Taste . Zwischen den Eingaben erscheint im Display ein n,

gefolgt von der Anzahl der bisher eingegebenen Daten.

Sind alle Daten eingegeben, so kann man {iber und der Taste in ein Verarbeitungs-
menii gelangen. An erster Stelle steht die Berechnung des Mittelwerts ,,x“, die man mit der
und [ =] bestitigt.

Die Standardabweichung lasst sich auch wiederum iiber das Menii errechnen, indem man
und anschliefend die Taste driickt und mit E| bestatigt. Das Symbol fiir die Stan-

dardabweichung ist ,,xon“.

2

Soll die Varianz berechnet werden, so quadriert man einfach den Wert mit der Taste | x

Die korrigierte Standardabweichung bzw. geschétzte Standardabweichung der Population (sie-
he 4.1.2) wird {iber den Meniipunkt ,xon-1“ bzw. iiber das Driicken der errechnet.

bivariate Regression

Den Modus Regression erreicht man iiber driicken der Taste . An dritter Stelle sollte
nun der Eintrag ,,Reg* fiir Regression im Display stehen, den man {iber auswahlt. Will man

Parameter fiir eine lineare Regression berechnen, so wahlt man nun die (,Lin“).

Diesmal sollen statt einer Variablen zwei Variablen (x und y) in den Speicher gelesen werden.
Die Wertpaare von x und y gibt man ein, indem man zuerst den Wert von x; eingibt, anschlie-
Bend ein ;] setzt und dann den Wert von y; eintrdgt. Das Wertpaar speichert man mit

und gibt dann sukzessive auf diese Weise die weiteren Wertpaare ein.

Den Steigungsparameter b kann man sich nun errechnen lassen, indem man und die
Taste betétigt und solange mit den Pfeiltasten nach rechts driickt, bis der Eintrag ,,B“ im
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Menii erscheint. Diesen wéhlt man mit der aus und bestatigt mit E|
Die Konstante a der Regressionsgleichung lésst sich iiber das selbe Menii auswéhlen. Statt ,,A“
wahlt man den Eintrag ,,B“ mit der Taste | 2 | und bestétigt ebenfalls mit [ = |.

bivariate Korrelation

Die Produkt-Moment Korrelation nach Pearson lisst sich errechnen, indem man zunéichst die
Wertpaare von x und y wie oben beschrieben in den Taschenrechner eingibt. Anschlieend
wahlt man den Eintrag ,r“ aus dem Menii (iiber | Shift |) aus.

I6schen des Speichers

Will man eine neue Datenreihe eintippen, so kann es passieren, dass noch alte Daten im Spei-

cher vorhanden sind. Um sicher zu sein, dass der Speicher leer ist muss ﬂber| Shift | + | Mode |

der Modus neu eingestellt werden. Im Display erscheint ,,Stat clear” als Zeichen dafiir, dass die

alten Werte nicht iibernommen werden.
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